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5BEVEZETÉS
A kö rnyező  v i l á g  számos je le n s é g é t  d i f f e r e n c i á le g y e n l e t e k  / t o v á b b ia k ­
ban D E -k /  s e g í t s é g é v e l  m o d e l le z h e t jü k .  Egy a d o t t  m o d e l l  v iz s g á la tá h o z  
szükségünk van á l t a lá b a n  a DE m ego ldására  i s .  I s m e re te s ,  hogy az egyen 
l e t e k  nagy ré s z e  nem o ld h a tó  meg e x p l i c i t  a la kb a n . A r e á l i s a n  m egold­
ható  fe la d a to k  o s z t á ly a  a k ö z e l i t ő  módszerek f e j l ő d é s é v e l  és az e l e k t ­
r o n ik u s  szám itógépek  a lk a lm a z á s á v a l b ő v ü l t  k i  je le n tő s e n .  Ekkor azon­
ban u j  p rob lém ák i s  k e le t k e z te k ,  a szám itógép  sebességének és memóri­
á ja  befogadóképességének k o r l á t a i n  k i v ü l  / a m iv e l  i t t  nem k ivá nunk  f o g ­
l a l k o z n i / ;  a k ö z e l i t ő  módszer num erikus i n s t a b i l i t á s a .  E z t  a számolás 
során f e l l é p ő  k e l le m e t le n  je le n s é g e t  a k ö z e l í t é s  p o n ta t la n s á g á b ó l  és a 
szám ábrázo lás véges v o l t á b ó l  / k e r e k í t é s b ő l /  eredő h ib á k  fe lh a lm o z ó d á s a  
okozza .
A k e z d e t i  é r té k  f e la d a to k  ese tébe n , am iko r  is m e r jü k  a m ego ldás t egy 
k e z d e t i  id ő p o n tb a n  és meg a k a r ju k  a z t  h a tá r o z n i  egy k ésőb b i id ő p o n tb a n  
a k ö z e l i t ő  m ó d s z e re k tő l  a z t  v á r ju k ,  hogy a k e z d e t i  é r té k e k  k i s  p e r t u -  
b á c ió ja  / p o n t a t la n s á g a /  csak k i s  v á l t o z á s t  eredményezzen a k ö z e l i t ő  
megoldásban, azaz a módszer num erikusán s t a b i l i s  le g y e n .
A 60 -as  évek e l e j é r e  úgy t ű n t ,  hogy a k e z d e t i  é r té k  fe la d a to k  n u m e r i­
kus a n a l í z i s e  e l m é l e t i l e g  t e l j e s e n  m e g a la p o zo tt  és l e z á r t ,  to v á b b i  
k u ta tá s o k a t  nem ig é n y e l .
Is m e re te s ,  hogy a hagyományos k ö z e l i t ő  módszerek num erikus  s t a b i l i t á ­
s i  k ö v e te lm é n y e i a DE megoldásának leggyo rsabb an  v á l t o z ó  ö s s z e te v ő jé ­
t ő l  függenek.
Az a lka lm azás  számos t e r ü le t é n  -  a b io ló g iá b a n ,  k é m ia i k in e t i k á b a n ,  
m a g f iz ik á b a n ,  f o ly a d é k o k  d in a m ik á já b a n ,  szám itógép te rv e z é s b e n  -  f o r ­
du ln a k  e lő  o ly a n  DE-k, amelyekben a megoldás egyes ö s s z e te v ő i  nagyon 
e l t é r ő  v á l t o z á s t  m u ta tn a k .  Az i l y e n  e g y e n le te k  ese tén  nem c é ls z e rű  a 
hagyományos k ö z e l i t ő  módszerek a lka lm a z á s a ,  u g ya n is  a num erikus  s t a b i ­
l i t á s h o z  s z ig o rú  köve te lm ényeknek k e l l  t e l j e s ü l n i e  / a  la s s ú  össze tevők  
k is z á m í tá s a k o r  i s  a módszer p a ra m é te re i  a gyorsan v á l t o z ó  t a g t ó l  fo g ­
nak f ü g g e n i / ,  am elyek a f e la d a t  szám itógépen v a ló  m ego ldásakor i r r e á ­
l i s a n  m e g n ö v e lh e t ik  a g é p id ő t ,  és még ig y  sem b iz t o s í t a n a k  e l fo g a d h a tó
6pontosságú m e g o ld á s t .  M in thogy  e z t  a nehézsége t e lő s z ö r  o ly a n  e g y e n le ­
te k n é l  f i g y e l t é k  meg, amelyek kü lö n b ö ző  e rősségű  /m erevségű -  a n g o lu l  
s t i f f /  rugók á l t a l  v e z é r e l t  mozgást végző tömegekre v o n a tk o z ta k ,  ez e k e t  
az e g y e n le te k e t  s t i f f  t ip u s u n a k  n e ve z té k  e l .  A f e lm e r ü l t  p rob lém ák a z t  
m u ta t já k ,  hogy k o rá n  sem t e k i n t h e t ő  b e f e j e z e t t  témának a DE-k num er i­
kus k e z d e t i  é r t é k  p ro b lé m á já n a k  v i z s g á la t a  az 1960-as é v e k ig  k id o lg o ­
z o t t  m ódszerekke l.
M ié r t  k e r ü l t e  e l  a d d ig  ez a p rob lém a a f ig y e lm e t?  E g y ré s z t  t a lá n  a z é r t ,  
m ert az egyes a lka lm a zá so k  ese tében  s i k e r ü l t  többé  kevésbé k i e l é g í t ő  
e g y s z e rű s í té s e k k e l  k i k e r ü l n i  a DE s t i f f s é g e  o k o z ta  nehézségeke t.
Többek tuda tában  v o l t a k  s a já t  p ro b lé m á ju k  meg nem n e v e z e t t  " s t i f f s é g é -
i
n e k " ,  de nem is m e r té k  f e l  a p rob lém a á l t a lá n o s s á g á t .  Néhány he lyen  a 
hagyományos m ódszereke t h a s z n á l tá k  és ez i s  m o t i v á l t a  ig é n y ü k e t  nagyobb 
és modernebb szám itógép  v á s á r lá s á r a ,  / l d .  D a h lq u is t  / 1 9 7 3 / / .
A tovább iakban  a s t i f f  t ip u s u  e g y e n le te k  k ö z e l i t ő  megoldásának p r o b lé ­
m á já v a l p ra g m a t ik u s  szem pontbó l k iv á n u n k  f o g l a l k o z n i .  Ennek az az oka , 
hogy egységes e lm é le t  még nem j ö t t l é t r e ,  az eredmények и ja k  és nagyszámuak, 
v a la m in t  néhány fo n to s  e lm é le t i  p rob lém a még n in c s  megoldva / p é ld á u l  
nem t a l á l t a k  e l fo g a d h a tó  e lé g sé g e s  f e l t é t e l e k e t  a s t i f f s é g t ő l  f ü g g e t ­
le n  h ib a b e c s lé s r e / .
A magyar s z a k iro d a lo m b a n  e d d ig  nem f o g la l k o z t a k  a s t i f f  t ip u s u  egyen­
le t e k k e l  k a p c s o la to s  p ro b lé m á k k a l beh a tó an . Az e g y e t le n  / á l t a la m  i s m e r t /  
munka K o vá csa Z so lté  /1 9 7 1 / ,  egy k o n k r é t ,  i r o d a im b ó l  v e t t  m ódszert 
i s m e r te t  s t i f f  t i p u s u  DE-k m ego ldására  és annak s zám itógé p re  i r t  p ro g ­
ram jának b lo k k d ia g ra m m já t  k ö z l i .
A tanulmányban a k ö v e tk e z ő k k e l f o g la lk o z u n k :  
a /  a s t i f f s é g  je le n s é g é n e k  m e g v i lá g i tá s a  
b /  módszerek is m e r te té s e  
с /  a lk a lm a z á s i  t e r ü l e t e k  á t t e k in t é s e  
d /  szám itógépes t a p a s z t a la to k  l e i r á s a
A tém áva l k a p c s o la to s  s z a k iro d a lo m  nagyon bőséges, e z é r t  a módszerek 
is m e r te té s é n é l  nem tö re k s z ü n k  t e l j e s s é g r e .  Az a la p v e tő  t íp u s o k  l e í r á ­
s á v a l  e g y id e jű le g  b e m u ta t ju k  azoka t a je l le m z ő  tu la jd o n s á g o k a t  i s ,  
a m e l ly e l  egy s t i f f  t ip u s u  D E -t  s ik e re s e n  megoldó módszernek re n d e lk e z ­
n ie  k e l l .
7K ö s z ö n e té t  mondok V id o c z i  Tamásnak / K K K l / ,  a k in e k  k é m ia i k i n e t i k a i  
p ro b lé m á i i n s p i r á l t á k  az e lm é le t  g y a k o r la tb a n  v a ló  k ip r ó b á lá s á t .  Megkö­
szönöm B.D. L in d b e rg -n e k  /S to c k h o lm ,  Roya l I n s t i t u t e  o f  T e c h n o lo g y / ,  
hogy rende lkezésem re  b o c s á to t ta  a s t i f f  t ip u s u  e g y e n le te k k e l  k a p c s o la ­
to s  k u t a t á s i  e re d m é n y e it  és módszerének p rog ram csom ag já t.
81. STIFF TIPUSU DE-K
1 .1 .  A la p fo g a lm a k  és prob lém ák
A lább iakba n  ö s s z e f o g la l ju k  a z o k a t  a DE-k k e z d e t i  é r t é k  fe la d a tá n a k  
k ö z e l i t ő  m ego ldásáva l k a p c s o la to s  p rob lém áka t és fo g a lm a k a t ,  am elyek­
re  szükségünk l e s z .
Legyen
y / = f ( x , y )  , ( 1 )
y( xo)  = y0 '  ( 2 )
aho l y ( x ) ,  y QC Rm, f  : I  XRm -*■ Rm, x C l c i R ^ .  /R m az m d im enz iós  
E u k l id e s z i  t e r e t  j e l ö l i ,  és I = [ ) x o ,b []  , x q és b v a ló s  szám ok/.
Keressük az ( l )  e ls ő re n d ű  közönséges d i f f e r e n c i á l  e g y e n le t r e n d s z e r ­
nek / to v á b b ia k b a n  KDE/ a (2) k e z d e t i  f e l t é t e l  á l t a l  m e g h a tá ro z o t t  
Y (x )  p a r t i k u l á r i s  m ego ldását az x  ^  b i n t e r v a l lu m o n .
Á l ta lá b a n  a v e k t o r  és s k a lá r  m enny iségeke t nem k ü lö n b ö z te t jü k  meg a 
je lö lé s b e n  k iv é v e  a z t  az e s e t e t ,  ha ez f é l r e é r t é s t  okozna .
A később iekben m in d ig  f e l t e s s z ü k ,  hogy t e l j e s ü l n e k  a DE megoldásá­
nak lé te z é s é r e  és e g y é r te lm ű s é g é re  vona tkozó  a lá b b i  t é t e l  f e l t é t e ­
l e i .
T é t e l  : Ha f ( x , y )
А /  é r te lm e z v e  van a D= { ( x , y ) :  x ^ x ^ b ,  y G R m}  ta r tom ányon  és 
fo ly t o n o s  D-n
В /  v a la m in t  у s z e r in t  k i e l é g i t i  a L i p s c h i t z  f e l t é t e l t ,  azaz
I f  (х /У])  “ f (x>y2) |И  L |lyl " y2 ( 3)
ha (х /У ] )  és ( х ,У 2 ) 6  D ; [j || a normát j e l ö l i  / l d .  p l .  C o l la t z  
I9 6 0  / ,  L az х / У р У 2 é r t é k t ő l  f ü g g e t le n  k o n s ta n s  / a z  un. 
L ip s c h i t z  k o n s ta n s / ,  a kko r  l é t e z i k  az ( l )  , (2 )  f e la d a tn a k  e g y é r ­
te lm ű  m egoldása.
A b i z o n y í tá s  a KDE-k e lm é le té b ő l  is m e r t ,  / l d .  p l .  P o n t r  jo g in  ( 1 9 7 2 ) /
9A f e la d a t  k ö z e l i t ő  m egoldásánál az a c é lu n k ,  hogy az x ^ , . . . ,  x^=b 
d i s z k r é t  pontha lm azon m eghatározzuk az Y ( x ) p a r t i k u l á r i s  megoldás 
s z á m é r té k e i t .  Az x^ pon tok  r e n d s z e r in t  e k v id is z t a n s  e lh e ly e z é s ű e k ,  
azaz x n=xo+nh, n = l , 2 , . . . , N  ; a h o l h a lé p é s h o s s z .  J e l ö l j e  az 
Y ( x n ) k ö z e l i t ő  é r t é k é t  y ^ .
Az ( l )  , (2 )  Cauchy problém a m ego ldására  h a s z n á l t  k la s s z ik u s  köze­
l i t ő  módszerek a kö ve tke ző  k é t  o s z tá ly b a  s o r o lh a tó k  / e z e k r ő l  r é s z ­
le te s e n  l d .  H e n r i d  / 1 9 6 2 / ,  G e a r / l 9 7 l / ,  Lambert / 1 9 7 3 / ,  Varga L á s z ló  
/ 1 9 7 3 /  / .
E gy lépéses  m ódszerek, amelyek a szám ítások  során csak az e lő z ő  p o n t ­
ban k a p o t t  m e g o ld á s é r té k e t  h a s z n á l já k .  A le g fo n to s a b b  egy lépéses  
m ó d s z e ro s z tá ly  az r - p o n to s  R unge -K u tta  /R K /  m ódszerek:
r
V
V i  = + '
r
a h o l k . = f ( x  + 0<.h, y + h 2  л . . к . )  . , 0
1 4 n 1 '  7n - =1 P i j  j ) x = l , 2 , . . . , r
Pi#  C\^, v a ló s  kons tanso k ,  p 0 .
Ha ( 3 ^ = 0 ,  am iko r  i ^ j  , a módszer e x p l i c i t ;  e l le n k e z ő  esetben 
i m p l i c i t .
( * )
Több lépéses  m ódszerek, melyek a megoldás é r té k é n e k  egy u j  p o n tb e l i  
k is z á m ítá s á h o z  egyn é l tö b b  p o n t b e l i  m ego ldásé r ték  is m e r e té t  ig é n y ­
l i k .  L e g is m e r te b b  o s z tá ly u k  a l i n e á r i s  k - lé p é s e s  módszer /LKL / г
к к
W  ■ £  V n +l - j  -  h & P j  f n + l - j ( 5 )
aho1 Xn + l - j '  f n + l - j  = f ( x n + l - j #yn + l - j  ) is m e r t  é r té k e k ,  ha
j = l , 2 , . . . , k .  p .  v a ló s  ko n s ta n s o k , K I  + 1 f>k | /  0 .
A p>o=0 ese tben  e x p l i c i t  / p r e d i k t o r /  t i p u s u ,  e l le n k e z ő  esetben 
i m p l i c i t  / k o r r e k t o r /  t ip u s u  a módszer.
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A módszer l o k á l i s  k é p le t h ib á ja  egy a d o t t  x n.|.  ^ pon tban az
^n+1 -  V ( x ; x n , y n ) kü lönbsé g , a h o l Y ( x ; x n , y n ) az ( x n , y n) ponton 
átmenő pontos m ego ldás. /R e n d s z e r in t  egy a d o t t  k ö z e l i t ő  módszer 
h ib á ja  a h / lé p é s h o s s z /  p a r a m é te r tő l  fü g g .  Ha a k ö z e l i t ő  megoldás 
egy r ö g z í t e t t  x = x n pontban h s z e r i n t  T a y lo r - s o r b a  fe  j t h e t ő ,  akko
Уп = y ( x / h )  = y ( x ) + 2  ^ ( x )  h l  + 0 ( h q+1) ( ó )
A módszer g l o b á l i s  h ib á ja  egy a d o t t  x n pontban a k ö z e l i t ő  és pon­
to s  megoldás kü lö n b s é g e ,  azaz y n -  y ( x n) •
A módszer rend je
Ha a módszer m a x im á l is a n  q -ad  fokú  p o l in o m ra  p o n to s ,  a k k o r  q-ad 
rendű /a za z  ha a ( 6 ) T a y lo r - s o r b a n  a C .= 0 , a m iko r  i = l , . . . ,  q, 
és Cq+1 / 0  / .
A magasabb rendű  módszerek nagyobb p o n to s s á g o t  g a r a n tá ln a k ,  ha a 
h lépéshossz  e lé g  k i c s i n y .
Az a lacsonyabb rendű módszerek pon tossága  az e x t r a p o lá c ió s  e l j á r á ­
sok s e g í ts é g é v e l  n ö v e lh e tő .
E x t r a p o lá c ió s  e l j á r á s , amely a h p a ra m é te r  kü lönböző  é r t é k e i r e  
k o m b in á l ja  az azonos k ö z e l í t é s s e l  k i s z á m í t o t t  num erikus megoldáso­
k a t ,  hogy a ( 6  ) s o r f e j t é s b ő l  m in é l  tö b b  c ^ , . . . ,  c^,_. e g y ü t t h a t ó t  
tü n te sse n  e l .
A módszerek k o n v e rg e n c iá ja
Az egy lépéses  módszer konve rgens , ha t e t s z ő le g e s  y Q k e z d e t i  é r té k  
re  és x G  [xQ,b ]  é r t é k r e  t e l j e s ü l ,  hogy
l im
h -*0
( n ^ ^ o )
X =n
yn -  y ( x ) ' aho1 h = ( x - x j / n
X
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LKL m ódszerekre  f e n t i  össze függésen  k í v ü l  t e l j e s ü l n i e  k e l l  minden
y .=  y -(h); 1=0 , 1 , . . . ,  к - l  kezdő é r t é k r e ,  hogy l im  y . ( h )  = y .
3 3 h ^ O  3 °
A k e z d e t i  é r t é k  prob lém ák esetében á l t a lá b a n  egysze rű  f e la d a t  a 
DE-re é s s z e rű  k ö z e l i t ő  m ódszert f e l í r n i .  A problém a csak az, hogy 
a szám o lás t úgy végezzük e l ,  hogy a k ö z e l í t é s  p o n ta t la n s á g á b ó l  és 
a k e r e k í té s e k b ő l  eredő h ib á k  eközben ne ha lm ozód janak f e l .  Ez i g a ­
zán csak az e le k t r o n ik u s  szám ítógépek a lk a lm a z á s á v a l v á l t  komoly 
p rob lém ává, a m iko r  le h e tő s é g  n y í l t  a D E -ke t nagy in te r v a l lu m o k o n  
m ego ldan i.
Az a lá b b ia k b a n  d e f i n i á l j u k  a num erikus  s t a b i l i t á s  fo g a lm á t  a f e n t i  
p rob lém a könnyebb t á r g y a lá s a  é rdekében . A KDE—t  megoldó k ö z e l i t ő  
módszerek s t a b i l i t á s á n a k  több  f a j t á j a  l é t e z i k ,  á l t a lá b a n  nehéz 
megmondanunk, hogy m e ly ik re  van éppen szükségünk. B o n y o lu l t  ké rdés  
a módszerre je l le m z ő  s t a b i l i t á s i  t u la jd o n s á g o t  k i v á l a s z t a n i ,  ennek 
r é s z le t e ib e n  nem mélyedünk e l .  Gear / 1 9 7 1 /  m egfoga lm azását h a s z n á l­
ju k  a to v á b b ia k b a n .
A KDE-t megoldó num erikus módszer s t a b i l i t á s a
Ha minden d i f f e r e n c i á l  e g y e n le t r e  l é t e z i k  o ly a n  h ^ O  lé p é s h o s s z ,  
hogy a k e z d e t i  é r té k e k b e n  o k o z o t t  r ö g z í t e t t  nagyságú v á l to z á s  m in­
den 0 - h ^ - h  lé p é sh o ssz  m e l l e t t  k o r lá t o s  v á l t o z á s t  okoz a nume- o
r i k u s  megoldásban, a k k o r  a módszer s t a b i l i s  /nem azonos az e g y e n le t  
s t a b i l i t á s á v a l  ! / .
A d e f i n í c i ó  a h - * 0  h a tá r  á tm e n e t te l  k a p c s o la to s .  A va lóságban 
azonban véges számú lé p é s s e l  k e l l  szám olnunk, e z é r t  a h ib a  nagysá­
ga a nemzérus h é r té k e k  ese tében  é r d e k e l  bennünke t, nevezetesen 
az, hogy a lé p é s e n k é n t  e l k ö v e t e t t  h ib á kn a k  / l o k á l i s  k é p le th ib a  és 
k e r e k í t é s i  h i b a /  mekkora a ha tása  a m ego ldásra  r ö g z í t e t t  h lé p é s ­
hossz m e l l e t t .
A b s z o lú t  s t a b i l i s  módszer
Egy a d o t t  h lé p é s h o s s z ra  és a d o t t  KDE-re egy módszer a b s z o lú t  
s t a b i l i s ,  ha az y n k ö z e l i t ő  megoldás k is z á m í tá s a k o r  h ib á t  
e lk ö v e tv e  a t o v á b b i  y^ ( i  > n )  é r té k e k b e n  o k o z o t t  h ib a  c ^ - n á l  nem 
le s z  nagyobb.
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M in thogy  ez a m eghatározás a megoldandó f e l a d a t t ó l  e rősen  fü g g , e z é r t  
szokás b e v e z e tn i  az un. t e s z te g y e n le t e k e t  :
У ' ( X ) = А  У ( X ) , y (x Q) = yQ ( 7 )
a h o l kom plex ko n s ta n s  /g y a k ra n  xq=0 , y o= l /  *
Megjegyezzük, hogy
1. az y '=  Ay l i n e á r i s  e g y e n le t r e n d s z e r ,  aho l A m x m -e s  m á t r ix ,
v is s z a v e z e th e tő  te s z te g y e n le te k b ő l  á l l ó  re n d s z e r re  abban az e s e tb e n ,  
ha az A m á t r i x  d ia g o n á l i s  a la k r a  ho zh a tó .  Ha az SAS = -TV az A m á t r ix  
o ly a n  h a s o n ló s á g i t r a n s z fo r m á c ió ja ,  m e l l y e l  az a d ia g o n á l i s
e lem ekke l re n d e lk e z ő  / V  d ia g o n á l i s  m á t r i x  a la k ra  h o z h a tó ,  akko r  
le g y e n :  z = Sy. K ap juk , hogy S ^ z '  = AS ^z vagy z '  = SAS ^ z = j \ z .
Ez egy egym ástó l fü g g e t le n ,  z í  = a la kú  e g y e n le te k b ő l  á l l ó
e g y e n le t re n d s z e r .
2. az á l t a lá n o s  n e m l in e á r is  e g y e n le te k re  az A m á t r i x  s z e re p é t  a 
rendsze r  v a r i á c i ó s  e g y e n le té n e k  m á t r ix a  já ts s z a ,  azaz a 3 f / d y  
Jacob i m á t r i x .
A g y a k o r la tb a n  a m ódszereket á l ta lá b a n  a te s z te g y e n le te n  p r ó b á l já k  
k i  és h a s o n l i t j á k  össze egymással / l d .  bővebben 0  O.D ( l 9 7 3 ) / .
Egy módszer a b s z o lú t  s t a b i l i t á s i  ta r to m á n y a ,  H azon v a ló s ,  nem 
n e g a t iv  h és komplex é r té k e k  ha lm aza, amelyek m e l l e t t  az a d o t t  
m ódszert k o n s ta n s  h lé p é s h o s s z  e se té n  a lka lm azva  az y '  = j \ y ,  
y (x  ) =  yo e g y e n le t  m ego ldására , zé rusho z  t a r t ó  y^ s o r o z a to t  kapunk 
ha n —*■ ûû ; azaz H = { h?l : h > 0 ,  .AB С , Уп~*-0 , a m ik o r  n-»o° ) .
A tová b b ia kb a n  s t a b i l i t á s  a l a t t  á l t a lá b a n  a b s z o lú t  s t a b i l i t á s t  é r tü n k
I l l u s z t r á l j u k  az e lm o n d o t ta k a t  egy DE-en.
Legyen az in te g r á la n d ó  d i f f e r e n c i á l e g y e n l e t  a k ö v e tk e z ő :
y ' W  = / ( y ( x ) “  F (x)) + F , ( x )  , a h o l 0 . ( 8 )
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Ennek megoldása az
y ( x )  = с e Лх + F ( x )
egy paraméteres görbesereg. / i d .  1. á b rá n /
Keressük v a la m e ly  y ( x Q) = y Q k e z d e t i  f e l t é t e l  m e l l e t t  ( 8 )
m ego ldásá t.  R ö g z í t e t t  h lé p é sh o ssz  ese tén  a lka lm azzuk  az e x p l i c i t  
E u le r  módszert
y n + l  = + ЬУ 'п  = y„ + h f ( x n ’ >'n) ( 9 )
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Ha h nem e lé g  k i c s i n y ,  a k k o r  a 2 . ábrán i l l u s z t r á l t  i n s t a b i l i t á s i  
je le n s é g  k ö v e t k e z ik  be. Az egysze rű ség  k e d v é é r t  le g y e n  F(x"):E:0. 
Ekko r az E u le r  m ó d s z e r re l k a p ju k ,  hogy
V n  = + h f  ( v O  = ( 1+нл) у „
Ebből l á t h a t ó ,  hogy у ->-0 monoton, am iko r  x -> o o  , haП П
| l - h j \ l < l ,  azaz | h j \ | < 2 .  A módszer te h á t  csak a k k o r  le s z  s ta  
b i l i s ,  ha I h I < 2/1!Л I . A ( 4 ), ( 5 )  hagyományos módszerek s t a b i l i t á  
sóhoz i s  az szükséges, hogy a h lé p é sh o ssz  l / j \  nagyságrendű 
le g y e n .
1 .2 .  A s t i f f  ség
Ha a KDE p a r t i k u l á r i s  megoldásának ö s s z e te v ő i  nagyon e l t é r ő  nagysá­
gú v á l t o z á s t  m u ta tn a k ,  a k k o r  a h lé p é s h o s s z t  nem t u d ju k  k ie l é g í t ő  
módon m e g v á la s z ta n i  a módszer s t a b i l i t á s á n a k  f e l t é t e l é b ő l ,  és ez 
p rob lém áka t o k o z .  M eg jegyezzük, hogy a megoldás gyo rsan  i l l e t v e  
la ssan  v á l t o z ó  ö s s z e te v ő i  du rván  a DE J a c o b i m á tr ix á n a k  nagy i l l e t v e  
k i s  a b s z o lu té r té k ü  s a já té r t é k e in e k  f e le l n e k  meg. /E z  azonban nem 
t e l je s e n  i g y  van , kü lönösen  nem, ha a J a c o b i m á t r ix  s a já t v e k t o r  
rendsze re  g yo rsa n  v á l t o z i k . /
V iz s g á l ju k  meg
aho l
a köve tkező  f e l a d a t o t :  /L a m b e r t  1 9 7 3 /  
У ' = Ay, y ( 0 )  = ( 1 , 0 , - 1 )  T ,
és T a v e k t o r  t r a n s z p o n á l t j a .  
A f e la d a t  e l m é l e t i  m egoldása:
и + 1 -4 0 x7 e (co s4 0 x  + s in 4 0 x ) /
(10)
VM
1 -2 x  1 -4 0 x
= 7  e (cos40x + s in 4 0 x )  ,
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w (x )  = - e - ^ x (cos40x -  s in 4 0 x ) ,
a h o l
y ( x )  = ( u ( x ) ,  v ( x ) ,  w ( x ) ) T .
A 3 . ábrán fo ly t o n o s  v o n a l l a l  b e r a j z o l t u k  az u ( x ) ,  v ( x )  és w (x )  
g r a f i k o n  j á t .
A 0 £ x < 0 . 1  szakaszon mindhárom ös s z e te v ő  gyo rsan  v á l t o z i k  és 
te rm é s z e te s ,  hogy e z t  num erikusán csak e lé g  k i s  lé p é s k ö z  h a s z n á la ­
t á v a l  t u d ju k  k ö v e t n i .  Az x > 0 . 1  é r té k e k re  v i s z o n t  a z t  l á t h a t j u k ,  
hogy и és V g y a k o r l a t i l a g  egyformán és la s s a n  v á l t o z i k ,  mig a 
harm ad ik  öss z e te v ő ,  w lényegében n u l l a .  A z t  r e m é l jü k ,  hogy i l y e n  
ta r tom ányon  már nagyobb lé p é s k ö z z e l  in t e g r á lh a t u n k .  K í s é r e l j ü k  meg 
num erikusán  m egoldan i az e g y e n le t r e n d s z e r t  a ( 9 )  E u le r  m ó d sze rre l 
a 0 . 1 < x  £ 1 .0  ta r tom ányon  0 .0 4  lé p é s h o s s z a l .  A d ju k  meg y ( 0 .1 )  
é r t é k é t  k e z d e t i  f e l t é t e l k é n t  az e lm é le t i  m ego ldásbó l k is z á m í tv a .
Az и komponens h a t  pon tban k i s z á m í t o t t  é r t é k é t  k i s  k a r ik á k k a l  
j e l ö l j ü k  be a 3. áb rán .  L á th a tó ,  hogy ezek t e l j e s e n  e l f o g a d h a ta t ­




У' Ay, у ( 0 , 1 )
r 2
0 0 \




e g y e n le t r e n d s z e r , amelynek e lm é le t i  megoldása
У ( х )
(11)
szakaszon v i r t u á l i s a n  m e g k ü lö n b ö z te th e te t le n  a ( 10) e g y e n le t re n d ­
s z e r  m e g o ld á s tó l ,  a ( 9 )  E u le r  m ó d s z e r re l 0 .0 4  lé p é s h o s s z a l t e l ­
jesen k ie lé g í t ő e n  i n t e g r á l h a t ó .
Az ábrán a b e k a r i k á z o t t  p o n to k  e lh e ly e z k e d é s e  s u g a l l j a  a z t  a gondo­
l a t o t ,  hogy a ( lO )  f e l a d a t r a  a O . l ^ x ^ l . O  szakaszon a h=0.04 
lépéshossz  v á la s z tá s a  okozza  a z t ,  hogy k i v ü l  k e r ü lü n k  az a b s z o lú t  
s t a b i l i t á s i  ta r to m á n y o n .  K la s s z ik u s  módszerek s t a b i l i t á s i  f e l t é t e ­
l e  | ^ h |  — C, aho l |3 \ jJ  a J a c o b i m á t r ix  le gnag yobb  a b s z o lu té r -  
té k ü  s a já t é r t é k e .  Az E u le r  módszer ese tén  C=2, m in t  a z t  korábban 
l á t t u k ,  azaz az a b s z o lú t  s t a b i l i t á s i  ta r to m á n y  egy egység sugaru 
k ö r ,  amelynek k ö z é p p o n t ja  a ( - 1 , 0 )  p o n t .  A ( lO )  f e l a d a t  Jacob i 
m á t r ix a  éppen az A m á t r i x ,  amelynek s a j á t é r t é k e i  - 2 ,  -40 Í 4 0 i .  
í g y  ahhoz, hogy benne m arad junk  az a b s z o lú t  s t a b i l i t á s i  ta r to m á n y ­
ban, szükséges, hogy h ^ 0 .0 2 5  le g y e n .  Érdemes f e l f i g y e l n i  a r ra ,  
hogy a h - r a  t e t t  s z ig o rú  m e g k ö té s é r t  éppen a -40^401  s a já t é r ­
té k e k  f e le lő s e k ,  és ezekhez ta r t o z n a k  az e lm é le t i  megoldásnak a
0 . 1 ^ x £ l . 0  szakaszon e lh a n y a g o lh a tó  komponensei. M ásrész t a (11) 
f e la d a t  J a c o b i  m á tr ix á n a k  s a j á t é r t é k e i  - 2 ,  - 2 , 0 ;  i g y  az a b s z o lú t  
s t a b i l i t á s h o z  h < 1 .0  f e l t é t e l  k e l l  csak , hogy t e l j e s ü l j ö n ,  
/n e g y e d re n d ű  R unge -K u tta  módszer ese tén  sem s o k k a l  jobb  a h e ly z e t ,  
h < 0 . 0 5  k e l l e t t  v o ln a ,  hogy f e n n á l l j o n  a (Ю ) e g y e n le t r e n d s z e r r e . /
M ásként: az A m á t r ix  e rősen  kü lönböző  s a j á t é r t é k e i  m ia t t  az u, v ,  
w megoldás függvényék  a b s z o lu t é r t é k e i  és d i f f e r e n c i á l  hányadosai
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/ a z a z  v á l t o z á s u k /  i s  nagyon e l t é r n e k .  Ezek az e l t é r é s e k  durván 
e x p o n e n c iá l is a n  növekednek, ha x nő. J e le n  ese tben  az x ^ O . 2  
kö rnyeze téb en  w és w' é r té k e  már sok n ag yság rendd e l k is e b b ,  
m in t  и és V a b s z o lú t  é r té k e .  E z é r t  a m iko r  w ' ( x )  - e t  a ná la  
j ó v a l  nagyobb и és v  függvények  a lg e b r a i  ö sszeg ekén t á l l i t j u k  
e l ő ,  szükségképpen ig e n  nagy p o n ta t la n s á g g a l  k e l l  számolnunk.
I s m e r t ,  hogy az mxm -e s  l i n e á r i s  re n d s z e r
»
У'  = Ay + < |> (x )  (1 2 )
a h o l az A m á t r ix  j\ .  s a j á t é r t é k e i  és c .  s a j á t v e k t o r a i  k ü lö n ­
bözőek, j = 1 , 2 , . . . , m  , á l t a l á n o s  megoldásának a l a k ja  / P o n t r j a g in  
/ 1 9 7 2 /  /
У ( x )  = 2  k .e
j = l
jx
C i + ^ ( х )*
Legyen Re < 0 ,  j = l , 2 , . . . , m .  A k k o r
m .A • x
A .  k .e  ’ 
1=1 ]
C . — 0 , am iko r  x -»-oű ;
E z é r t  a megoldásnak e z t  az ö s s z e te v ő jé t  t r a n z ie n s  / á t m e n e t i /  m egol­
dásnak nevezzük, a H^(x) t a g o t  ped ig  "s im a ,  la s s a n  v á l t o z ó "  kompo­
nensnek h i v ju k .  Á l ta lá b a n  az a lk a lm a z á s i  fe la d a to k b a n  a V ( x )
" s im a" komponens k ö z e l i t ő  é r té k e  é rd e k e l  bennünke t.  E kko r  ( 1 2 )  
k ö z e l i t ő  m ego ldását add ig  k e l l  kö ve tn ü n k ,  amig a t r a n z ie n s  megoldás 
le g la s s a b b a n  csökkenő t a g ja  e lh a n y a g o lh a tó v á  v á l i k .  Az A m á t r ix  
o ly a n  s a j á t é r t é k e i  m ia t t ,  amelyek a h?\ komplex s i k  b a l o l d a l i  
f é l s i k j á b a n  messze he lyezked nek  e l ,  v é g le te s e n  k i c s i n y  h lé p é s ­
h o s s z t  k e l l  haszná lnunk  az egész in te r v a l lu m b a n ,  hogy benne marad­
ju n k  a k i v á l a s z t o t t  módszer a b s z o lú t  s t a b i l i t á s i  ta rtom ányában 
/ k i v é v e ,  ha ez egy v é g te le n  ta r to m á n y ,  amely magában f o g l a l j a  az 
egész b a l o l d a l i  f é l s i k o t / .
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í g y  a g y a k o r la tb a n  az t ö r t é n i k ,  hogy b á r  e lv b e n  ez a DE i s  megold­
ható  lenne a k la s s z ik u s  m ó d sze rekke l,  i r r e á l i s a n  megnő a szám itógé ­
pen va ló  szám o lá sko r  a f u t á s i  id ő ,  v a la m in t  a t e l j e s  i n t e g r á l á s i  
in te r v a l lu m o n  a tú ls á g o s a n  k i c s i n y  h lé p é s h o s s z  m ia t t  a k e r e k i t é s i  
h ib á k  k a t a s z t f ó f á l i s a n  fe lh a lm o z ó d h a tn a k ,  és e l n y e l h e t i k  a m e g o ld á s t .  
A f e l l é p ő  nehézség m é r té k é t  a legnagyobb | Re^l a b s z o lu té r té k  
nagyságával le h e tn e  je l l e m e z n i .
Vezessük be a köve tkező  h e u r i s z t i k u s ,  á l t a lá b a n  e l t e r j e d t  d e f i n í c i ­
ó t  /Lam bert  (1973) / .
Az y '  = А у + ф ( х ) ,  y ( x  ) = У0 l i n e á r i s  e g y e n le t r e n d s z e r t ,  aho l 
y ( x ) 0 R ' ,  A mxm -e s  v a ló s  m á t r i x ,  melynek J \  . s a j á t é r t é k e i  k ü lö n ­
bözők -  s t i f f - n e k  n e v e z ik ,  ha
( a )  Re ?\ .A 0 , a h o l  j = l , 2 , . . . , m
( b )  max (R e -^ J 'V *  min
j = l , 2 , . . . , m  ^ j —l , 2 , . . . , m
! Re J\ . 
]
/
Á l ta lá n o s  e se tb e n  az A m á t r ix n a k  a DE v a r i á c i ó s  e g y e n le té n e k  mát­
r i x a ,  a S f / Э у  J a co b i m á t r i x ,  f e l e l  meg.
í g y  az y '  = f ( x , y ) ,  y ( x0) = У0 n e m l in e á r is  e g y e n le t r e n d s z e r  s t i f f
t u la jd o n s á g ú ,  ha a re n d s z e r  3 f / 3 y  J a c o b i  m á tr ix á n a k  s a j á t é r t é k e i  
az ( a ) ,  ( b )  f e l t é t e l e k  s z e r i n t  v is e lk e d n e k .  A s a já té r t é k e k  i t t  már 
nem ko ns tanso k ,  hanem a m e g o ld á s tó l  függenek , és x - s z e l  e g y ü t t  
v á l to z n a k ,  e z é r t  a f e n t i  f e l t é t e l e k e t  m in d ig  d i s z k r é t  x pon tokban 
v iz s g á l j u k .
Megjegyezzük, hogyha a 9 f / 3 y  J a c o b i m á tr ix b a n  s z e re p lő  p a r c i á l i s  
d e r i v á l t a k  fo ly to n o s a k  és k o r lá to s a k  a D ta r to m á n y o n ,  aho l 
D = } ( Х/У ) : x -  b; y £  Rm, b : v a ló s  szám ) , a k k o r  az ( 1 )
rendsze r  L i p s c h i t z  k o n s ta n s a :  ^
L= sup H 3 f /  Э у II . 
у  e D






ahol E az egység mátrix.
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l e t s z ő le g e s  kons tans  e lem e kbő l á l l ó  A m á t r i x r a  j( AjJ-^max í ^ - l y
j = l / 2 / . . .  ,m
a h o l a - k  az A m á t r ix  s a j á t é r t é k e i ,  
e b b ő l k ö v e tk e z ik ,  hogy L >>> 0 .
Ha max
3 = 1 /2 , .
lR e J A . 1^  0 ,
m ^
t z é r t  a s t i f f  t i p u s u  D E -ke t az i ro d a lo m b a n  szokásos nagy L i p s c h i t z  
kons tansu  re n d s z e rk é n t  i s  e m l i t e n i ;
Más k ö z e l i t é s b e n  a s t i f f  D t - k  azok, amelyek id ő k o n s ta n s a i  nagyon
e l t é r ő e k .  Az id ő k o n s ta n s s a l  je l le m e z h e tő  a megoldás csökkenésének
ta ránya . P é ld á u l az y '  = JAy t e s z te g y e n le t  megoldása ce ' .
Ha JA < 0 ,  a k k o r  az y e""^ - s z e re s é re  csökken - l / j \  id ő  a l a t t ,  
ez az id ő k o n s ta n s .  E g y e n le t re n d s z e r  ese tén  a kü lö n b ö ző  össze tevők  
kü lö n b ö ző  arányban csökkennek. L o k á l is a n  a 3 f / 3 y  J a c o b i m á t r i x  
s a j á t é r t é k e i  k é p v i s e l i k  e z t  a c s ö k k e n é s i a rá n y t ;  azaz e s a j á t é r t é ­
kek r e c ip r o k a i  le s z n e k  az id ő k o n s ta n s o k .
A s t i f f  t ip u s u  e g y e n le te k  m ego ldásá ra  gyakran i m p l i c i t  m ódszert 
h a szn á ln a k ,  ez ú ja b b  nehézsége t okoz . A szokásos, e g y s z e rű  i t e r á ­
c ió s  m ódszert s t i f f  e g y e n le te k  ese tében  nem c é ls z e rű  a lk a lm a z n i ,  
m ert a megoldás k o n v e rg e n c iá já n a k  szükséges és e lé g s é g e s  f e l t é t e l e  
( [ Lh I < C, aho l L a re n d s z e r  L i p s c h i t z  konstansa / l d . / З / / ,  h a 
lé p é s h o s s z ,  C v a ló s  k o n s ta n s )  ugyano lyan  vagy még s z ig o rú b b  f e l t é ­
t e l e k e t  ró  a lé p é s h o s s z ra ,  m in t  a s t a b i l i t á s i  kö ve te lm é n y  / m iv e l  
e k k o r  a f e n t i e k  m ia t t  L >> 0 / .
2. A STIFF TIPUSU DE-K MEGOLDÁSI MÓDSZEREI
Az 1 .2  szakaszban l á t t u k ,  hogy a s t i f f  t ip u s u  DE-k k ö z e l i t ő  m egol­
d á s a k o r  a p ro b lé m á t az okozza , hogy s z ig o rú  f e l t é t e l e k e t  k e l l  k i e ­
lé g í t e n ü n k  ahhoz, hogy a módszer num erikusán s t a b i l i s  legyen  és 
i m p l i c i t  módszer ese tén  a n e m l in e á r is  e g y e n le t  i t e r á c i ó s  megoldása 
k o n v e rg á l jo n .
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A s t i f f  t í p u s ú  DE-k megoldásához a f e n t i  p roblém ák k ik ü s z ö b ö lé s é re  
u j módszert k e l l  ke resnünk , u j  s t a b i l i t á s i  fo g a lm a k a t  k e l l  b e v e z e t ­
nünk, amelyek nem k o r lá to z z á k  a lé p é s h o s s z t  az 1 . 2 . szakaszban l e i i r t  
módon; vagy a hagyományos m ódszereke t k e l l  a lka lm asan m ódosítanunk .
A n e m l in e á r is  e g y e n le t  m ego ldására  i s  a szokásos e g ysze rű  i t e r á c i ó s  
e l j á r á s t ó l  e l t é r ő  m ódszereke t k e l l  t a l á l n u n k .
2 . 1 .  A - s t a b i l i t á s
Az 1 . 2 . szakaszban l e í r t a k b ó l  n y i l v á n v a ló ,  hogy a s t i f f  módsze­
re k k e l  szemben tá m a s z to t t  e lé g  te rm é s z e te s  kö ve te lm é ny , hogy a 
módszer te ts z ő le g e s e n  nagy JA és e l fo g a d h a tó a n  nagy h lé p é s ­
hossz m e l l e t t  s t a b i l i s  le g y e n  / Ja a s k a l á r i s  te s z te g y e n le tb e n  az 
y tag  e g y ü t t h a t ó j a / .
D a h lq u is t  / 1 9 6 3 /  a f e n t i  k ö v e te lm é n y t  á l t a l á n o s í t v a ,  b e v e z e t te  az 
a lá b b i d e f i n í c i ó t :
Egy KDE-t megoldó k ö z e l i t ő  módszer A - s t g b i l i s , ha a b s z o lú t  s t a b i l i ­
t á s i  ta r to m á n y a  ta r ta lm a z z a  a n y í l t  b a l o l d a l i  f é l s i k o k ,  azaz 
HA = { h J A  : h > 0 .  Re JA ^ O ]  Ç. H.
Másként: ha a m ódszert a lk a lm a z z u k  az y '  = JAy, y ( x Q) = y Q t e s z t ­
e g y e n le t re ,  a k k o r  y —r O / .  am iko r n ->oo  és x - * o o  , t e t s z ő ié ­
ges r ö g z í t e t t ,  v a ló s  h > 0 és n e g a t i v  v a ló s  r é s s z e l  re n d e lk e z ő ,
ReA < 0 é r t é k  m e l l e t t .  L é t e z ik - e  i l y e n  módszer?
Ha az E u le r  módszerben a s z á m ítá s i  i n t e r v a l l u m  v é g p o n t já h o z  t a r t o ­
zó é r i n t ő t  h a s z n á l ju k ,  a k k o r  А- s t a b i l i s  módszer kapunk.
Ekkor
1 . a lg o r i tm u s
y n+í  = + b y 'n + l  = + h f ( V y „ )  ( 13)
e z t  a t e s z t e g y e n le t r e  a lk a lm a z v a  k a p ju k ,  hogy
V n  = ^  + h A y „ + i '
1
y n + l  = y n •
azaz
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I l /  ( l - h 9 \ ) |  ^ 1  minden h > 0 ,  Reu\< 0 m e l l e t t ,  e z é r t  0 ,
am iko r  n-»- 00 , x n —► 00 , v a g y is  a módszer A - s t a b i l i s .
Az А- s t a b i l i t á s  nagyon s z ig o rú  köve te lm é n y , a m it  D a h lq u is t  a lá b b i  
t é t e l e  i s  m u ta t :
a /  Nem l é t e z i k  А- s t a b i l i s  e x p l i c i t  l i n e á r i s  tö b b lé p é s e s  módszer 
/ L T L / ,  v a la m in t
b /  egy А- s t a b i l i s  i m p l i c i t  LTL módszer maximálisan másodrendű 
l e h e t  és
с /  a másodrendű módszerek k ö z ü l le g k is e b b  a t r a p é z  fo rm u la  k é p l e t -  
h ib á já n a k  h ibakons tansa* .
2 . a lg o r i tm u s
> w  = У п + h /2  [ ( f ( x n ' 0  + f ( x n + i '  v i ) ]  (14)
Egy e l j á r á s  А- s t a b i l i t á s a  k i z á r j a  ugyan a z t  a le h e tő s é g e t ,  hogy 
a megoldásban je le n le v ő  nagy s a já té r té k e k h e z  ( | R e ^ A | ^ >  1 ) 
t a r t o z ó  ta g o k  i n s t a b i l i s s á  tegyék  az i n t e g r á l á s t ,  de önmagában 
p o n to s s á g o t  nem g a r a n t á l .  A k iv á n t  pon tosság e lé ré s é h e z  szüksé­
ges, hogy a h lé p é sh o ssz  a lé p é s e n k é n t  b e c s ü l t  h ibáho z  ig a z o d ­
jo n .  A pon tosság  p é ld á u l  e x t r a p o lá c ió s  e l j á r á s s a l  n ö v e lh e tő .  
M in th o g y  a magasabbrendü módszerek nagyobb p o n to s s á g o t  adnak, 
k iv á n a to s  az i l y e n  módszerek h a s z n á la ta .  Ezek k o n s t ru á lá s á h o z  
vagy az А- s t a b i l i t á s  f e l t é t e l é n  k e l l  e n y h í te n i  / А  (ö<) - s t a b i l i t á s ,  
s t i f f  s t a b i l i t á s  s t b . /  vagy nem a hagyományos LTL módszerek k ö z ü l  
k e l l  v á la s z ta n u n k .
A to v á b b ia k b a n  bem uta tunk néhány А- s t a b i l i s  m ó d s z e r t  az ( l ) ,  ( 2 )  
f e la d a t  m ego ldására  s t i f f  e se tben .
2 .2 .  M ó d o s í to t t  egy lépé ses  módszerek 
2 . 2 . 1 .  A l i n e á r i s  e g y lé p é se s  módszerek
A l i n e á r i s  e g y lé p é se s  módszer az un. G  módszer v á l t o z a t a :
3. a lg o r i tm u s
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Уп+1 *  Уп *K l j 1"  © K + l  + f „ 3  ( l5 )
A 0 5  0 ^ 1  esetben a módszerek i m p l i c i t e k ,  i g y  minden i n t e g ­
r á lá s i  lé p é s n é l  egy n e m l in e á r is  e g y e n le t r e n d s z e r t  k e l l  m ego ldan i.  
A módszer r e n d je  q = l ,  ha 0 / 1 /2  és q=2 , a m ik o r  ©  = l / 2  
/e z  a t r a p é z fo r m u la / .
A t e s z te g y e n le t r e  a 0  m ó d s z e r re l k a p ju k ,  hogy
1 + 0  0\ h
y " +1 = i - ( i _ e ) A h  y "
íg y  r = l im  ^n+1 _ -  0  ^
n->- oo у 1-  07 n
csak a k k o r ,  ha 0 £  9 < l / 2 .
Ebben az e se tb e n  y n — 0 és a m ódszer А- s t a b i l i s  i s ,  ahogyan 
e z t  L in ig e r - W i l lo u g h b y  / 1 9 7 0 /  m egm uta tta .  0  m egha tá rozásá ra  
i s  adnak m ódszer, ha a 3 f / B y  J a c o b i  m á t r ix  s a j á t é r t é k e i  kö -  
z e l i t ő l e g  is m e r te k .
Ha a ^ f / Ъ у  m á t r ix  s a j á t é r t é k e i r ő l  semmit nem tu d u n k ,  akko r  
L i n i g i r  / 1 9 6 9 /  a 0 = 0 . 1 2 2  v á la s z t á s t  ja v a s o l ja ,  m in thog y  e k k o r  
az a lá b b i  mennyiség minimumát é r i  e l :
max
-  ao < q < 0
1 + 0 q
1' -  ' ( i -  0 )  q
aho l q = h .
A t ra p é z  f o r m u lá t ,  m in t  a z t  2 .1 . - b e n  l á t t u k  D a h lq u is t  / 1 9 6 3 /  
v iz s g á l t a .
A t r a p é z fo rm u lá ra  r = - l ,  i g y  a nagy n e g a t i v  v a ló s  r é s s z e l  r e n d e l ­
kező s a já t é r t é k e k r e  k o r l á t o s ,  de nagyon lassan  csökkenő m egoldást 
kapunk.
M eg jegyezzük, hogy a s t i f f  e g y e n le te k  esetében a t r a p é z  fo rm u la  
lassan  csökken ő , o s z c i l l á l ó  h ib á t  o k o z .  Ezeket a h ib á k a t  
L indbe rg  ( l9 6 9 )  s im i t ó  e l j á r á s á v a l  c s i l l a p í t h a t j u k .
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Но у к у к  és У|<+^ is m e r t  é r t é k e k ,  akko r le g y e n
«
У к = ( y k - l  + 2yk + y k + l  ) / 4
és a to v á b b i  szám ításokhoz h a s z n á l ju k  f e l  y ^ - t ,  m in t  a x= x |< 
pontban v e t t  kezdő é r t é k e t .  A ( 7 )  t e s z te g y e n le t r e  e g y s z e r  a l k a l  
mazva a f e n t i  s im i t á s t  az o s z c i l l á l ó  h ib á t  ( l -  ( h A / 2) ^ )  
té n y e z ő v e l c s i l l a p í t j a .  í g y  a s im i t á s  a nagy |hA | é r té k e k  ese tén  
ha tékonyabb . A s im i t ó  e l j á r á s  tö b b s z ö r  egymásután i s  a lk a lm a z h a tó
2 . 2 . 2 .  Magasabbrendü módszerek, melyek nem h a s z n á l já k  a J a c o b i  d e t e r -  
m inánst
Ehle / 1 9 6 8 /  m egm uta tta , hogy az 1 -p o n to s  21-ed rendű', i m p l i c i t  
RK módszerek ( 4 .  a lg o r i tm u s )  , am elyek B u tc h e r  / 1 9 6 4 /  k o n s t r u á l t  
А- s t a b i l i s a k .  A m ódszert  az y '  = j \ y ,  y(o) = 1 t e s z te g y e n le t r e  
a lka lm a zva  k a p ju k ,  hogy
P. ( A h )
y n + l = Qi  ( A h )  y n '
aho l P^(X  ) és Q ^ (x )  az x -nek  1 -e d  fokú p o l i n o m ja i .  
M in thogy  a módszer 21-ed rendű:
Pi (h A )
R11 ( = ,Û1'fh A ]
í g y  R ^ ( x )  az ex függvény 1 - e d i k  d ia g o n á l i s  P a d e - fé le  köze­
l í t é s e .  I s m e r t ,  hogy az i l y e n  t ip u s u  k ö z e l í t é s e k  a kö v e tk e z ő  
t u la jd o n s á g g a l  re n d e lk e z n e k  / B i r h o f f  and Varga / 1 9 6 5 / / :
1 Р ц ( x ) I 1 , R e ( x ) < 0 , 1=0 , 1 , 2 , . . .  . E kko r  у ^ —»-0 , a m iko r
x _ - »  o °  , n -» -o o  , te ts z ő le g e s ,  r ö g z í t e t t  v a ló s  h > 0  és 
n e g a t iv  v a ló s  r é s s z e l  ren d e lke ző  A  - r a ;  azaz az i l y e n  i m p l i c i t  
RK módszerek A - s t a b i l i s a k .
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A T a y lo r - s o r  módszer k i t e r j e s z t é s é v e l  i s  kaphatunk А- s t a b i l i s  
m ódsze r t.  Ha az f  függvén y  d e r i v á l t j a i  az és x n+^
pontban k is z á m i th a tó k ,  a k k o r  t e k i n t h e t j ü k  a k ö v e tk e z ő  fo r m u lá t :
5. a lg o r i tm u s
yn+l  = Уп + A j  h™ ( P m j l  yn °  + Pmjo^n+l)
aho l ß  . és P) . ,  a d o t t  k o n s ta n s o k .I m jo r m j l
Ezt a t e s z te g y e n le tü n k r e  a lk a lm a z v a  k a p ju k ,  hogy
. 0 )
n+1
= 1 + K l l W h * P  
1 -
Уn = Rn  ( h?v) y n .
( ló )
hE módszer i s  éppen 21-ed  re n d ű .  R-q  (h?1') ism é t e P a d é - fé le  
k ö z e l í t é s e ,  i g y  a f e n t i e k  a la p já n  a módszer A - s t a b i l i s .
M e g e m lí t jü k ,  hogy több  sze rző  v i z s g á l t  o lyan  А- s t a b i l i s  i m p l i c i t  
RK m ódsze reke t,  am e lyeke t kü lönbö ző  t ip u s u  k v a d r a tu r a  fo rm u lá v a l  
á l l i t o t t  e l ő .  W atts  és Shampine / 1 9 7 3 /  un. r - b l o k k  i m p l i c i t  e g y lé ­
péses m ódszereke t k o n s t r u á l t .  A módszer m indenegyes a lka lm azása ­
k o r  a m egoldás r  u j pon tban s z á m íth a tó  k i  e g y id e jű le g .
Legyen n = k r  és k=0 , l , . . .  v a la m in t  x n+r =x0+ ( k + l ) r h ^ b .
A módszer á l t a lá n o s  a l a k ja :
6 . a lg o r i tm u s
y k = *  y n + h B f n + hBF^ n k ^  ; ( l 7 )
aho l B= £ b^  ^j  , e= ( l , l , . . . , l )  , 3= (d^ , d2 , • • • ,  d^J , a d o t t
é r té k e k ,
y k = ( y n + l ' , # , # y n + r )  ' F( y k) "  ( f n + l ' * * * ' f n + r ) T *
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(1 7 )  n e m l in e á r is  e g y e n le t r e n d s z e r  a megoldás u j  é r t é k e i r e .
A ( l 7 )  módszerek egy А- s t a b i l i s  a lo s z t á l y a  á l l i t h a t ó  e lő  
Newton-Cotes t ip u s u  k v a d ra tu rá k  s e g í t s é g é v e l  az r  i  8 e s e tb e n ,  
az r= 9 ,1 0  ese tben  a fo rm u lá k  nem А- s t a b i l i s a k .  A f e n t i  s z e rz ő k  
módszere a lka lm a s  te ts z ő le g e s e n  magasrendü А- s t a b i l i s  b lo k k  mód­
s z e r  e l ő á l l í t á s á r a ,  e z t  k o n s t r u k t i v  módon b i z o n y í t j á k  be.
2 . 2 . 3 .  E gy lépéses  módszerek, melyek f e lh a s z n á l já k  az e g y e n le t -  
re n d s z e r  J a c o b i  m á t r ix á t
A re n d s z e r  J a c o b i m á t r ix a  a RK m ódszerek e g y ü t th a tó ib a n  e x p l i c i t  
módon i s  s z e r e p e lh e t .  Rosenbrock / 1 9 6 3 /  az e x p l i c i t  RK módszerek 
k ö v e tk e z ő  m ó d o s í tá s á t  d e f i n i á l t a
7. a lg o r i tm u s  /R o s e n b ro c k /
r
V
y n+ i  = + h i ; 1 P i k i




к = f ( y  + h 2  0  , k . ) +  b hk A ( y  + h 3  ' i f  к  )
9 n i = i  г я 1 V  q q 4 n s“ !  qs s '
q=2,3, » 00 г
a h o l A (y )=  j d f / Э  у } , és a DE y ' = f ( y )  a la k ú .  Az ( l ) ,  ( 2 ) 
re n d s z e r  f e l í r h a t ó  i l y e n  a lakban , ha a d im e n z ió t  e g g y e l m egnöve l­
jü k  az y ^ = l ,  7 o (Xo ) = Xo е9Уеп1е^ h ozzá adásá va l.  Az egy és 
2-p o n to s ,  e ls ő  i l l e t v e  másodrendű m ó d s z e re k rő l könnyű b e l á t n i ,  
hogy A - s t a b i l i s s é  v á ln a k  az e g y ü t th a tó k  m e g fe le lő  m e g vá la sz tá sá ­
v a l .  Az r - p o n to s  e l  já rá s  esetén r  d a ra b  l i n e á r i s  e g y e n le te t  k e l l  
megoldanunk, és ezeknek az e g y e n le te k n e k  a f e l í r á s á b a n ,  r  e g y ­
m ásután i pontban k i  k e l l  szám itanunk a J a c o b i d e te rm in á n s t .
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P l .  a f e n t i  o s z tá ly b a  t a r t o z ó  А- s t a b i l i s  2 -p o n to s  harmadrendű 
módszer e g y ü t t h a t ó i  a k ö v e tk e z ő k :
P1= -0 .4 1315 432 , p2= 1.41315432,
b1= 1 .4 0 8 ^ 8 2 9 ,  b2= 0 .59175171 ,
p21 = ^ 2 1  = 0 .17 3 7 8 6 6 7 .
Haines / 1 9 6 9 /  k o n s t r u á l t  a f e n t ih e z  hason ló  m ódsze r t  b e é p í t e t t  
h ib a b e c s lé s s e l .
L i n ig e r  és W il lo u g h b y  / 1 9 7 0 /  egy А- s t a b i l i s  módszer o s z t á l y t  
d e f i n i á l t  a köve tkezőké pp :
8. a lg o r i tm u s
W V  ! z l j 1+a) f n+l  + U - ^ n ]
+ т ( 1 ь+° )  A (y n+1) - 0 - a )  а Су Д (19)
aho l A ( y )  = { 9 f / 9 y }  , az a és b p a ra m é te re k re  ped ig  
t e l j e s ü l ,  hogy
l / 3 < a + b < 2 ,  0 < b - a < l / 3 .
M in thogy  a módszerek i m p l i c i t e k ,  minden lépésben  egy nem lineá­
r i s  e g y e n le t r e n d s z e r t  k e l l  megoldanunk. A f e n t i  s z e rz ő k  e r re  a 
c é l r a  a Newton-módszernek egy o ly a n  v á l t o z a t á t  a j á n l j á k ,  aho l 
a h 9  /  9 y  [ 9 f / 9 y ]  t a g o t  nem v e s z ik  f ig y e le m b e  az e g y e n le t  
m ego ldásako r.  A módszernek a munkaigénye ugyano lyan  nagyságren­
dű, m in t  a 0  -m ódszeré . K im u ta th a tó ,  hogy a és b m egvá lasz t­
ható úgy, hogy k é t  kü lö n b ö z ő  s a já té r té k h e z  t a r t o z ó  megoldás 
pontosan le g y e n  r e p r e z e n tá lv a  / i d .  2 . 3 . 2 . / .  A módszerek másodren- 
düek, ha b / l / 3 ,  harm adrendüek a b = l / 3  és az 
a/O e s e tb e n  és negyedrendüek, am iko r  b = l / 3 ,  a=0.
A negyedrendű módszerre a g l o b á l i s  h ib a  a h lé p é s h o s s z  csak 
páros h a tvá n yu  t a g j a i t  t a r ta lm a z ó  a s z im p to t ik u s  s o rb a  f e j t h e t ő ,
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de ez a módszer r o s s z u l  r e p r e z e n t á l j a  a nagy n e g a t í v  s a já té r k é — 
k e k e t .  I t t  y , = r ( ! A h )  • y és l i m  r ( 5 \ h )  = 1 .
n+1 "  | Л М - « >
Megjegyzés
Az á l t a lá n o s  a lakú  DE-k m egoldásakor a szükséges munka m ennyisé­
ge nagyon gyorsan nő a f e lh a s z n á l t  magasabbrendü d e r i v á l t a k  s z á ­
mának függvényében. Az y ( x )  m ásodik d e r i v á l t j á n a k  h a s z n á la ta  
éssze rűnek  l á t s z i k  a k k o r ,  ha e z t  a m enny isége t / l e g a lá b b  k ö z e l í ­
t ő l e g /  k i  k e l l  szám ítanunk  minden i n t e g r á l á s i  lé p é s b e n  a k e l e t ­
k e z e t t  n e m l in e á r is  e g y e n le t r e n d s z e r  m ego ldására . E rősen  k é ts é g e s ,  
hogy y ( x )  harm adik  d e r i v á l t j á n a k  lé p é s e n k é n t i  k is z á m í tá s á t  e l l e n ­
s ú ly o z z a -e  az a le h e tő s é g ,  hogy nagyobb lé p é s h o s s z a l  i n t e g r á l ­
ha tunk  a pon tosság megőrzése m e l l e t t .
2 . 3 .  Több lépéses  módszerek
A 2 .1 .  szakaszban l á t t u k ,  hogy az А- s t a b i l i s  k o n s ta n s  e g y ü t th a tó s  
LTL módszerek o s z t á ly a  nagyon k i c s i ,  e z é r t  vagy gyengébb s t a b i l i ­
t á s i  t u la jd o n s á g g a l  re n d e lk e z ő  m ódszereke t k e l l  v iz s g á ln u n k ,  v a g y  
a tö b b lé p é s e s  módszereknek egy más o s z t á l y á t .
A s t i f f  t ip u s u  DE-k m ego ldására  h a s z n á lh a tó  tö b b lé p é s e s  módszerek 
gyakran i m p l i c i t e k , e z é r t  lépésen kén t á l t a lá b a n  egy n e m l in e á r is  
e g y e n le t re n d s z e r  m ego ldására  van szükség . Ez az 1 . 2 .  szakasz meg­
jegyzésében l á t o t t  okok m ia t t  nem o ld h a tó  meg e g y s z e rű  i t e r á l á s -  
s a l ,  r e n d s z e r i n t  N e w to n - t ip u s u  i t e r á c i ó s  fo rm u lá t  k e l l  h a s z n á ln i .  
Ehhez a re n d s z e r  J a c o b i  d e te rm in á n s á t ,  i l l e t v e  annak k ö z e l i t ő  
é r t é k é t  k e l l  k is z á m íta n u n k .  Nagy re n d s z e re k  esetén a Jacob i m á t r i x  
s p a r s i t á s á t  / r i t k a s á g á t /  szok ták  k ih a s z n á ln i .  A szám ítások  csök ­
ken tése  c é l j á b ó l  a J a c o b i  m á t r ix o t  szakaszosan kons tansn ak  t e k i n ­
t i k  / у  s z e r i n t /  és csak  akko r  s z á m o ljá k  ú j r a  a m á t r i x  e le m e it ,  
ha a N e w to n -e l já rá s  nem k o n v e rg á l .
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2 . 3 . 1 .  Az A - s t g b i l i t á s n á l  gyengébb s t a b i l i t á s i  f e l t é t e l e k
W id lund / 1 9 6 7 /  b e v e z e t te  az A ( c O - s t a b i l i t á s  f o g a lm á t :  egy D E -t 
megoldó numerikus m ó d s z e r  A ( f t ) - s t a b i l i s ,  ha az y '  = j \ y ,  ( y ( x j  =yQ) 
e g y e n le t r e  az összes num er ikus  k ö z e l i t e s e k  zé ru s h o z  ta r ta n a k ,  
am ikor n -> oo , r ö g z í t e t t  h m e l l e t t  van h > 0  és 
| arg -  ( J \)|<  I ^  1 /  0 .
M áskén t:  az A ( w ) - s t a b i l i s  módszer a b s z o lú t  s t a b i l i t á s i  ta r to m á ­
nya ta r ta lm a z z a  a Wa = (  h Л : | a rg  ( - h  3\)| < CX , | 9\ | /  o} v é g te le n
s z ö g ta r to m á n y t  a k o m p le x  h^ X s iko n  / l d .  4. á b r a / .  A d o t t  ^  - r a ,  
(Re^A < o )  a h!A p o n t  vagy benne van V/<* -ban t e t s z ő le g e s  p o z i t i v  
h é r t é k r e ,  vagy k i v ü l  h e ly e z k e d ik  e l .  í g y  ha e l ő r e  t u d ju k ,  hogy 
a J a c o b i  m á tr ix  összes  s a já té r té k e  egy  W^* szög ta rtom ányban  he­
ly e z k e d ik  e l ,  akkor a f e l a d a t  m ego ldására  egy a ((X*) - s t a b i l i s  
m ódszert h a s z n á lh a tu n k ,  a n é lk ü l ,  hogy a lé p é s h o s s z t  s t a b i l i t á s i  
követe lm ényeknek m e g fe le lő e n  k e l le n e  m e g v á la s z ta n i .
Az А- s t a b i l i t á s  az A ( I' / 2 )  s t a b i l i t á s n a k  f e l e l t e t h e t ő  meg 
/ e z é r t  a harmad- és a n n á l  magasabb rendű  A ( c x ) - s t a b i l i s  módszerek 
esetében a k é p le th ib a  minden h a tá ro n  t ú l  n ö v e k s z ik ,  am ikor
OC Г  / 2  ) .
A módszer A ( o ) - s t a b i l i s ,  ha a (&) - s t a b i l i s  v a la m i ly e n  e lég  
k ic s in y  0<G(o,1f / 2) .
Az A (o) - s t a b i l i s  m ódszerek  akko r h a s z n á lh a tó k ,  ha a s a já t é r ­
tékek  v a ló s a k  / p l .  ha a Jacob i m á t r i x  s z im m e t r ik u s / .
A f e n t i  s z e rz ő  b e b i z o n y í t o t t a  a k ö v e tk e z ő  t é t e l t  ; 
a /  Nem l é t e z i k  e x p l i c i t  L T L , A ( o ) - s t a b i l i s  módszer, 
b /  Az LKL módszerek k ö z ü l  k+1 -e d  rendű  A(o) - s t a b i l i s  módszer 
csak a trapéz  s z a b á ly .
с /  M inden W 6 [ 0 , ^ / 2 )  ese tén  l é t e z i k  k-ad rendű к  lépéses  
m ódszer,  amely a ( oc) - s t a b i l i s .
M eg jegyezzük , hogy D a h lq u is t  / 1 9 5 6 /  t é t e l e  é r te lm é b e n  az LTL 
módszer r e n d je  és a lé p é s e k  száma k ö z ö t t i  ö ssze függ és  a k ö v e t­
kező :
R ö g z í t e t t  к m e l l e t t  a k - lé p é s e s  s t a b i l i s  m ódszer re n d je  le g ­
f e l j e b b  k+1 , ha к p á r a t la n  és k+ 2 , ha к p á ro s .
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Ez a t é t e l  m u ta t ja ,  hogy egy a d o t t  pontosságú s t a b i l i s  módszer 
k o n s t ru á lá s á h o z  hány p a ra m é te r tő l  fü ggő  fo rm u lá t  c é ls z e rű  f e l v e n ­
n i .  Ha tö b b  p a ra m é te r t  v á la s z tu n k ,  a k k o r  azok fe lh a s z n á lh a tó k  a 
k é p le th ib a  c s ö k k e n té s é re  / l d .  később 2 . 3 . 2 . / .
N o rs e t t  / 1 9 6 9 /  e lé g s é g e s ,  könnyen e l l e n ő r i z h e t ő  f e l t é t e l e k e t  ad 
meg az A ( (X) - s t a b i l i t á s r a  és néhány k o n k ré t  k - lé p é s e s  
/ к = 3 , 4 , 5 /  k é p le t r e  a lk a lm a z v a ,  m egke res i az t  a legnagyobb  c< é r ­
t é k e t  ((X £ ( 0 ,T /2 ) )  , am e ly re  az a d o t t  k é p le te k  a ( oO - s t a b i l i s e k .  
A r e t r o g r á d  d i f f e r e n c i á l á s i  m ódszerre  k ap j a ,  hogy
k = l 3 4 5
«  max 88p 27 ' 7 3 "1 4 ' 18° 47
A módszer á l t a lá n o s  a l a k j a :
9. a lg o r i tm u s
к
y n+ l  = 2  CX jVn+l- j + h Po f n + l  ^
j = l




Egy m á s f a j t a  fo n to s  s t a b i l i t á s i  k ö v e te lm é n y t  Gear / 1 9 6 9 /  h a tá ro ­
z o t t  meg:
Egy num er iku s  módszer s t i f f - s t a b i l i s  ha
a /  az a b s z o lú t  s t a b i l i t á s i  ta r to m á n y a  ta r ta lm a z z a  az és 
R2 ta r to m á n y t ,  v a la m in t
b /  p o n to s  m ego ldást ad az összes hG R 2 e se té n  az y '  = j \ y ,  
y ( x Q) = yQ , R e ( ^ ) < 0  t e s z te g y e n le t r e  a lk a lm a z v a ,  aho l
R^ = [  h^\ : Re ( h^ ) <  - a j ,  R2= {  h 7\ : - a  < R e ( h ! A ) £  
i  b , - c  i j m ( h ^ )  1  c ]  és a , b , c  p o z i t i v  k o n s ta n so k .
A komplex h^\ s i k  R-^  és R2 ta r tom ánya  az 5 . ábrán 
l á t h a t ó .
h
A d e f i n í c i ó t  a kö ve tkező  megoldások m o t i v á l t á k :  e a meggondolá­
sok ö s s z e te v ő jé n e k  a s a já té r t é k n e k  m e g fe le lő  v á l to z á s a  egy 
lépés a l a t t .  Ha h j \  = и + i v ,  a k k o r  a v á l to z á s  e u nagyságú.
Ha и < - a  < 0 ,  akko r egy lé p é s  a l a t t  ez a komponens le g a lá b b  e a 
- s z o ro s á ra  re d u k á ló d ik .  Á l ta lá b a n  n in c s  szükségünk a r r a ,  hogy a 
nagyon k i c s i ,  gyorsan le csö kke n ő  / t r a n z i e n s /  megoldás pon tos 
legyen , i g y  v a la m i ly e n  a é r t é k t ő l  kezdve e lh a n y a g o lh a t ju k  az 
R-^  -ben lé v ő  tö b b i  konp onen s t,  és e legen dő  e ta g o k  te ts z ő le g e s  
s t a b i l i s  r e p r e z e n t á c ió ja .  Az o r ig ó  k ö r ü l  azonban már p o n to ssá g o t 
i s  s z e re tn é n k  e l é r n i ,  ehhez a s t a b i l i t á s  i s  szükséges. Ha u > b > 0 ,
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egy lépésben  a megoldás komponensének növekedése le g a lá b b  e .
A növekedés t k o r lá to z n u n k  k e l l ,  hogy a lé pésho ssz  e lé g  j ó l  k ö ve s ­
se e z t  a v á l t o z á s t ,  í g y  soha nem h a s z n á l ju k  az u > b  ta r t o m á n y t .  
Ha I VI > c , le g a lá b b  c / 2 T t e l j e s  o s z c i l l á c i ó s  c i k l u s  j u t  egy l é ­
p é s re .  Az R^-en k i v ü l ,  aho l nem é rd e k e ln e k  bennünke t a megoldás 
csökkenő ö s s z e te v ő i ,  és az и > b ta r tom ányon  k i v ü l ,  am e lye t nem 
h aszn á lu nk ,  á l ta lá b a n  köve tnünk  k e l l  e z e k e t  az o s z c i l l á c i ó s  meg­
o ld á s o k a t .  / G y a k o r l a t i  m eg fo n to lá so k  m ia t t  á l t a lá b a n  c < T / 5  é r t é ­
k e t  v e s z n e k . /
A s t i f f - s t a b i l i s  módszerek m ind ig  A (c > ( ) - s ta b i l is a k ,  ami f o r d i t v a  
nem ig a z .
A s t i f f - s t a b i l i s  módszerek lé te z é s e  az a ,b , c  p a ra m é te re k tő l  és 
a pon tosság  d e f i n i c i ó j á t ó l  függ . A p o n to s s á g o t  r e n d s z e r in t  a mód­
s z e r  r e n d jé v e l  h a tá ro z z á k  meg. Gear ( l9 6 9 )  m egm uta tta , hogy l é ­
t e z i k  o ly a n  a ,b  és c kons tans ,  am e ly re  a k - lé p é s e s  к -ad  r e n ­
dű (k  < b), ( 20) r e t r o g r á d  d i f f e r e n c i á l á s i  k é p le te k  s t i f  f - s t a b i l i s e k  
és a s t a b i l i t á s i  ta r to m á n y u k a t  i s  m egadta.
Nem is m e re te s ,  hogyan le h e t  á l t a lá n o s  esetben s t i f f - s t a b i l i s  mód­
s z e r t  k o n s t r u á ln i .  Cooke ( l9 7 2 )  v i z s g á l t a  az i l y e n  a lg o r i tm u s o k  
t u la jd o n s á g a i t  és e lé g sé g e s  f e l t é t e l e k e t  a d o t t  az i l y e n  o s z t á l y ­
ba t a r t o z ó  t i p i k u s  módszerek k o n s t r u á lá s á r a  a k = r= 2 ,3  e s e tb e n .
A (20) r e t r o g r á d  d i f f e r e n c i á l á s i  fo rm u lá k  á l t a l á n o s í t á s á v a l  B i c -  
k a r t  és P i c é i  ( l973 ) 25-öd re n d ig  b e z á ró la g  k o n s t r u á l t  s t i f f -
s t a b i l  m ódszereket ( e z e k  a 2 .3 .3 . - b a n  is m e r te te n d ő  b lo k k  i m p l i ­
c i t  módszerek o s z tá ly á b a  ta r tozna k ).
A fo rm u lá k  egyrésze  ugyan nagy s t a b i l i t á s i  ta r to m á n n y a l r e n d e l ­
k e z h e t,  de e l ő f o r d u lh a t ,  hogy a t e s z te g y e n le t  [  y ^ j  k ö z e l i t ő  
m e g o ld á s a ira
у / у  -, — *■ 1 , a m iko r h %  - * ■  -  о оI 7 n' 7 n-11 •
E tu la jd o n s á g  m ia t t  az a n a l i t i k u s  megoldás gyorsan zérushoz  t a r t ó  
t r a n z ie n s  ö s s z e te v ő i  a num erikus megoldásban la s s a n  e l t ű n ő ,  e s e t -
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le g  o s z c i l l á l ó  ö s s z e te v ő k é n t  je le n tk e z n e k .  Ez k o r l á t o z h a t j a  a l é ­
pé sh o ssz t,  kü lönösen  ha tö b b  t r a n z ie n s  össze te vő  i s  van .  Azoka t a 
k é p le te k e t ,  am elyekre  ez a t u la jd o n s á g  nem á l l  fenn  "a  v é g te le n ­
ben s t a b i l i s " - n a k  nevezzük .
A k ö z e l i t ő  módszer a v é g te le n b e n  s t a b i l i s ,  ha l é t e z i k  o ly a n  v a ló s  
W > 0 ,  hogy
sup
I hv\| < [■! !  V i
= C < 1 ,
aho l ( y ] a t e s z te g y e n le t  kons tans  h > 0 lé p é s h o s s z a l  e l ő á l l i -  
t o t t  k ö z e l i t ő  megoldása.
Gear k é p le t e i  s t a b i l i s e k  a v é g te le n b e n ,  de a t ra p é z s z a b á ly  nem. 
(Ugyan is  a t ra p é z s z a b á ly  e s e té m :
y n+i /
( l  + 1 /2  h ű )  / ( 1 - 1 / 2  h ^ ) l  = [( l+hRe Л + 1 /4  h2 | 5\ | 2 ) /
( l  -  hRe + l / 4 h 2 | Л| 2) ]  1//2
és ha h Re ~ ao , ez t a r t  a + l - h e z )  .
E n r ig h t  ( 1974) k o n s t r u á l t  s t i f f - s t a b i l i s  és a v é g te le n b e n  s t a b i l i s  
módszer, am ely  e x p l i c i t e  f e lh a s z n á l ja  a re n d s z e r  J a c o b i  m á t r i x á t .  
Az y '=  f ( y )  a lakú  e g y e n le t r e n d s z e r r e  a köve tkező  k - lé p é s e s  (k+2) 
-ed  rendű fo rm u lá k a t  a d ta  meg:
10. a lg o r i tm u s
V i
к
= 2  
r = l *  r  Уп+1-г + r=o
ß  у ' . 1 + h2 2!J r / n + l - r  u r
r=o ^ n + l - r
(21)
Ha ||3Q| + I o I /  0 , a fo rm u la  i m p l i c i t .
A k i 7  ese tben  a fo rm u lá k  s t i f f - s t a b i l i s e k ,  ha az e g y ü t th a tó k a t  
a 2. t á b l á z a t  s z e r in t  v á l a s z t j u k  meg.
Ж
Mások e z t  a t u la jd o n s á g o t  L - s t a b i l i t á s n a k ,  vagy s t i f f  A - s t a ­
b i l i t á s n a k  n e v e z ik  (L a m b e r t  2 9 7 3 2  / ha az А- s t a b i l i t á s  i s  
s z e re p e l a d e f in í c i ó b a n .
-  33
A módszer im p l i c i t s é g e  m ia t t  minden lé p é sb e n  meg k e l l  o ldanunk  
egy n e m l in e á r is  e g y e n le t r e n d s z e r t .  M in t  e z t  már m e g je gyez tük ,  a 
s t i f f  e g y e n le te k  ese tében  a m ó d o s í to t t  Newton-Raphson módszer hasz 
n á la ta  c é ls z e rű .  Az i t e r á c i ó s  e l já r á s h o z  szükség van a re n d s z e r  
3 f / 3 y  J a c o b i m á t r ix á r a  vagy annak egy k ö z e l í t é s é r e  , e z é r t  a 
( 2 l )  k ö z e l i t ő  fo rm u lában  s z e re p lő  y "  ta g  k is z á m í tá s a  nem okoz 
tö b b le tm u n k á t  ( u g y a n is  y "  = ( 3 f / 3 y ) y ' ) .  M e g e m lí t jü k ,  hogy a
2 . 2 . 3 .  szakaszban i s m e r t e t e t t  ( l9 )  m ódszer ( 2 l ) - n e k  ré s z e s e te .
Az А- s t a b i l i t á s n á l  gyengébb s t a b i l i t á s i  f e l t é t e l e k  lé n y e g e ,  a m in t  
a z t  l á t t u k ,  hogy a s t a b i l i t á s i  t a r to m á n y t  c s ö k k e n t jü k  az egész ne­
g a t i v  h Ъ f é l s i k  h e l y e t t ,  v a la m i ly e n  D ta r to m á n y ra .  Az A(cx) 
- s t a b i l i s  módszerekre D=Wc\, a s t i f f  s t a b i l i s  módszerek ese tén  
D=Rr
A k ü lö n b ö z ő ,  s t i f f  e g y e n le te k  megoldásához szükséges s t a b i l i t á s i  
tu la jd o n s á g o k  a lg e b r a i  m ódszerekke l i s  v i z s g á lh a tó k ,  e k k o r  a mód­
s z e r  e g y ü t t h a t ó i  s e g í t s é g é v e l  k o n s t r u á l t  s p e c iá l i s  po l in om o k  gyöke 
i r e  rónak  k i  f e l t é t e l e k e t  ( e r r ő l  l d .  p l .  L i n i g e r  (1974-)) .
2 . 3 . 2 .  E x p o n e n c iá l is a n  i l l e s z k e d ő  tö b b lé p é s e s  módszerek
A k la s s z ik u s  i n t e g r á l á s i  módszerek e l ő á l l í t h a t o k  abb ó l a köve­
te lm é n y b ő l ,  hogy az y '= Q ( t )  s k a lá r  e g y e n le t r e  a lk a lm a z v a  pon­
to s a k  le g ye n e k ,  aho l Q ( t )  t e ts z ő le g e s  s-ed fo k ú  p o l in o m . 
E kko r  a módszer l e g f e l j e b b  a p=s+ l -e d  fokú  p o l in om  a la kú  у 
függvén yek re  le s z  p o n to s .
Módszerek k o n s t r u á lá s á r a  egy e k v iv a le n s  le h e tő s é g ,  ha megköve­
t e l j ü k ,  hogy az y=ea* fü g g v é n y re  a lk a lm a z v a  (azaz az y ' = ! X y  d i f f e ­
r e n c iá le g y e n le t r e )  a l o k á l i s  k é p le th ib a  0 ( | h Л |P+^ )  nagyság- 
rendű le g y e n ,  ami is m é t  e k v iv a le n s  a z z a l ,  hogy a módszer pon tos
az y = Q ( x )  . e fü g g v é n y re ,  a h o l Q p-ed fokú  p o l in o m .
P P
Az i l y e n  m ódszereket a p -ed  rendhez e x p o n e n c iá l is a n  i l l e s z t e t t
módszereknek nevezzük a h ^  s ik  o r i g ó  p o n t já b a n .  Á l ta lá b a n  a
s t i f f  t ip u s u  e g y e n le te k  esetén az e x p o n e n c iá l i s  i l l e s z k e d é s r e
szükség van a h s i k  más p o n t ja ib a n  i s .  E z é r t  b e v e z e t ik  a
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köve tkező  d e f i n í c i ó t :
Egy num erikus  módszer e x p o n e n c iá l i s a n  i l l e s z t e t t  a rendhez
egy kom plex !Á = Л . s a j á t é r t é k é n é l ,  ha a m ódszert a te s z te g y e n ­
l e t r e  a lk a lm a z v a  a l o k á l i s  k é p le th ib a  0 (  ( h | ÜN -  !X.I ) ^ )
nagyságrendű le s z .
Ez a tu la jd o n s á g  a k k o r  kü lönösen  hasznos, ha a t r a n z ie n s  nagy 
a b s z o lu té r té k e k h e z  t a r t o z ó  m ego ldásokra  i s  e lé g  nagy pon tos ­
ságga l van szükségünk. Az e x p o n e n c iá l i s  i l l e s z t é s  á l ta lá b a n  véve
le h e tő v é  t e s z i  a nem e legendően  magas fokszámu p o l in o m  i l l e s z t é s
—hm i a t t i  h ib á k  lé p é s e n k é n t i  e a rányú c s ö k k e n é s é t ,  azaz a
módszer pontosságának n ö v e lé s é t .
Ha m e g fe le lő  i l l e s z k e d é s i  t u la jd o n s á g g a l  re n d e lk e z ő  módszert 
v á la s z to t t u n k  k i  és a t r a n z ie n s  p rob lém a l i n e a r i z á l h a t ó ,  akko r 
a t r a n z ie n s  fá z is b a n  i s  v is z o n y la g  nagy lé p é s h o s s z a l  számolha­
tu n k .
L i n i g e r / ü i l l o u g h b y  (19) módszere ese tében  a fo rm u la  szabad pa­
r a m é te r e i t  (a  h lé p é s h o s s z tó l  k ü lö n b ö z ő k e t  úgy v á la s z t h a t j á k  
meg, hogy a fo rm u lá k  A -  s t a b i l i s a k  és pon tosak  le g y e n e k  a s t i f f  
re n d s z e r  egy gyorsan v á l t o z ó  m ego ldására  ( azaz e x p o n e n c iá l i s  
i l le s z k e d é s ü n k  le g y e n e k ) .  P l .  a fo rm u lá k  e x p o n e n c iá l is a n  i l l e s z ­
kedhe tnek  a zérus rendh ez  a h3\ komplex s íkon  a v a ló s  te n g e ly  
n e g a t iv  részének t e t s z ő le g e s  p o n t já b a n .  Ha a v á l a s z t o t t  h ^ .  
pon t - 2  - n é l  k is e b b ,  a k k o r  a fo rm u la  s t a b i l i t á s i  ta r tom ánya  
a R e (h íO < 0  f é l s i k  és a módszer A - s t a b i l i s .
2 .3 .3 .  hás t i p u s u  tö b b lé p é s e s  módszerek
Lambert és S igu rdsson  ( l9 7 2 )  o ly a n  LKL m ódszereke t a já n l ,  ame­
ly e k n e k  az e g y ü t t h a t ó i  a J a c o b i m á t r i x  k ö z e l í t é s é t ő l  k ö z v e t le ­
n ü l füg g e n e k . Ezek á l t a l á n o s  a l a k ja :
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11. a lg o r i tm u s
a h o l Q egy nxn -e s  m á t r ix  Q1 = (  0 ) 1 , am elynek normájaП П П r \ Г f »V • •
minden n - re  k o r lá t o s ,  E az e g y s é g m á tr ix  és aÁ '  + 2" a. h1Q
k i = l  ] n
nem s z in g u l á r i s .  A módszer re n d je  Q ^ - t ő l  nem fü g g ,  de gya ko r­
la tb a n  Qn az a d o t t  re n d s z e r  n e g a t i v  e l ő j e l l e l  v e t t  J a co b i mát­
r i x a  az x=xn pon tban^ nem minden i n t e g r á l á s i  lé p é s n é l  s z á m ít ­
já k  k i  ú j r a  a J a co b i m á t r i x o t ) .  B e lá th a tó ,  hogy a (22) módsze­
re k  k ö z ö t t  vannak 2 r -e d  rendű А- s t a b i l i s  m ódszerek i s .  Az A -  
s t a b i l i t á s i  tu la jd o n s á g  a k k o r  i s  megmarad, ha |2>£ =0, i = 0 , l . . . r .
Á l t a lá b a n  az i l y e n  módszerek már nem nevezhe tők e x p l i c i t n e k ,  
m ert  az у п+^ tag  e g y ü t t h a t ó ja  m á t r i x ,  és az Уп+(< megoldás 
e l ő á l l í t á s á h o z  a z t  in te g r á ln u n k  k e l l .  í g y  minden i n t e g r á l á s i  
lé p é s n é l  egy l i n e á r i s  e g y e n le t r e n d s z e r  k e l l  m egoldanunk, e z é r t  
m e g fe le lő  e lnevezés  a l i n e á r i s a n  i m p l i c i t  módszer le h e tn e .
Az a lá b b ia k b a n  m uta tunk egy p é ld á t  a (22) m ó d s z e ro s z tá ly b ó l :  
(E+ 2/3hQn+l / 6 h 2< $ y n+3 - (E + 1 9 /1 2  hQn + l / 2 h 2Q2) y n+2 
+ 4 /3  hQn + 1 /2  h2Q2 ) y n+1 -  ( 5 / l2 h Q n + l / .1 h 2Q2/  y n 
= h [ ( 2 3 /1 2 E  + 1 /2  hQn) f n+2 -  ( 4 /3  E + 1 /2  hQ ^  f n+1 
+ (5 /1 2 E  + 1 /6  hQn) f n}
Ez egy harmadrendű l i n e á r i s a n  i m p l i c i t  módszer, am e ly  A - s t a b i l i s  
le s z ,  ha a Q m á t r ix  azonos le s z  az e g y e n le t r e n d s z e r  n e g a t iv  
e l ő j e l l e l  v e t t  J a c o b i m á t r i x á v a l .
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А- s t a b i l i s  un. p r o g r e s s z iv  tö b b lé p é s e s  m ódszereket (PTM) k o n s t ­
r u á l  W i l l i a m s  és Hoog (l974-) t i z e d r e n d ü ig  b e z á ró la g ,  amelyekhez 
csak az y '  é r t é k e i r e  van szükség és ö n in d i t ó a k .  A módszerek 
f e lh a s z n á l já k  y '  k ö z e l í t é s é r e  f ( x , y )  o ly a n  é r t é k e i t ,  amelyek 
X s z e r in t  e lő b b re  t a r t a n a k ,  m in t  a fü g g ő  v á l to z ó  é r t é k e i  ( in nen  
a p r o g r e s s z iv  e ln e v e z é s ) .
A PTM módszer a la k ja :
12. a lg o r i tm u s
к
y nk+r "  y n k + r - l  = h “  P r s  fn k  + s ; 1 - r - k / O í n l N - 1 ,  (23)
s=o
aho l
K k *  x n k + k ]  6  [ v b]  '  k>- í  és b - x 0 =Nkh.
M egjegyezzük, hogy a ( l 7 ) r - b l o k k  i m p l i c i t  egy lépéses  módszer i s  
t a g ja  az a lá b b ia k b a n  d e f i n i á l t  m ó d s z e ro s z tá ly n a k .
m e g y e n le tb ő l  á l l ó  re n d s z e r  ese tén  le g y e n
r T T T .J
Yn+1 -  ^ n k + l  ' y nk+2 ' • * * '  ynk+k') /
T T T , T
Fn+ 1 ~ ^ n k + 1  ' f nk+2 ' • * * '  f nk+ kJ) , O t  né .N -1 ,
T a v e k t o r  t r a n s z p o n á l t j á t  j e l ö l i .  A k k o r  m e g fe le lő e n  d e f i n i á l t  
mk X mk d im e n z ió s  A,B,C,L) b lo k k  m á t r ix o k  s e g i ts é g é v e l  a к 
lépéses  PTM f e l i r h a t ó  a köve tkezőké ppen :
DY , -  AY = h (BF , + CF ) , n+1 n 4 n+1 n'  '
T T T T T T
ha Y = ( y  , y , . . . ,  y ) és F = ( f  , f  , о ' 7o ' ' o  ' '  7 O '  о 4 o ' o '
T
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k=2 esetén a módszer e x p l i c i t  a l a k ja  az a lá b b i :  
y2 n + l "  y 2n = h/ 12 ( 5 f 2n + 8 f 2 n + l "  f 2 n + l '  '
y2n+2 -  y 2n °  h/ 3 ( f 2n + 4 f 2n+ l + f 2n+2 ) •
А к £ 8 e s e t re  e x p l i c i t  fo rm u lá k  t a l á l h a t ó k  Rosser ( l9 ó 7 )  c i k k  
kében.
B á r  a f e n t i  m ó d s z e r t  k - lé p é s e s  m ódszerkén t e m l i t j ü k ,  az a szá ­
m o lás sze m p o n t já b ó l egy lépéses  m ódszerkén t v i s e l k e d i k .  Az Yn+^
v e k t o r  k is z á m itá s á h o z  csak az y , és f  , é r té k e k re7nk nk
(egy  pontban v e t t  é r t é k e k r e )  van szükség .
Ig a z  az a lá b b i  t é t e l  ;
A k -  lé péses  PTM módszerek A - s t a b i l i s e k  minden 1 ^  к 18  é r t é k  
r e .  A 9 l k l 2 0  e se tben  a módszer nem A - s t a b i l i s .
2 .4 .  Szűrő módszerek
Szűrő  módszereknek nevezzük a z o k a t,  am elyek v a la m i ly e n  módon meg­
p r ó b á l já k  a megoldás g yo rs  ( t r a n z ie n s )  ö s s z e t e v ő i t  e l i m i n á l n i .
E módszerek egyrésze  a t r a n z ie n s  ö s s z e te v ő re  egy sima k ö z e l i t ő  
p a r t i k u l á r i s  m ego ldás t h a tá ro z  meg, m ásrészük a p ro b lé m á t t r a n s z ­
f o r m á l ja  úgy, hogy a re n d s z e r  J a c o b i m á tr ix á n a k  s a j á t é r t é k e i  k i ­
c s ik  le g ye n e k .
2 . 4 . 1 .  S z in g u lá r i s  p e r t u r b á c ió k
Ez az e lm é le t  a k k o r  a lk a lm a z h a tó ,  ha a DE f e l í r h a t ó  a k ö v e tk e ­
zőképpen :
£ y '  = g ( x , y , z ) y 0 R m*




aho l £- egy k i c s i ,  v a ló s  pa ram é te r  és az y ö s s z e te v ő k  " s t a -  
b i l i s e k "  o ly a n  é r te le m b e n ,  hogy a m ik o r  z r ö g z i t v e  van t e t s z ő ­
le ges  X pon tban, a k k o r  y ö ssze te vő k  gyo rsan  e lé rn e k  egy e -  
e g y e n s u ly i  m ego ldás t.
Mac M i l l a n  ( l9 6 8 )  m e g f ig y e l t e ,  hogy az e ls ő  fá z is b a n  (egy h a tá r ­
ré tegben ) X X <x + cT az y ö s s ze te vő  nagyon gyorsan  v á l t o z i k  
és az a lá b b i  s z in g u lá r i s  re n d s z e r  m ego ldását k ö z e l i t i  meg:
0 = g ( x , y , 'z )  , 
z ' =  f ( x , y , z )  ,
aho l a z -komponensek p e d ig  la s s a n  v á l to z n a k  x s z e r i n t .  Ha 
x ^ x q+ cT, a kko r  az e r e d e t i  p roblém a megoldása nagyon k ö z e l i  a 
s z i n g u l á r i s  re n d sze r  m egoldásához.
A f e n t i  s z e rz ő  az t  a j á n l j a ,  hogy az e r e d e t i  p ro b lé m á t  i n t e g r á l ­
juk v a la m i ly e n  hagyományos m ó d s z e r re l ,  a m iko r  x ^  x á x^+ cT.
Az x > x q+ cT  esetben a la s s a n  v á l to z ó  komponenseket egy e x p l i c i t  
hagyományos m ódsze rre l s z á m ítsu k  k i  a lé p é s h o s s z t  az ezen össze­
te v ő k re  m egkíván t p o n to s s á g b ó l h a tá ro z z u k  meg , a g yo rs  össze­
te v ő k re  p e d ig  az a lá b b i  £•• s z e r i n t i  T a y l o r - s o r f e j t é s t  h a s z n á l­
ju k :
y ( x / k )  = У0( х) + £ У ] . ( Х ) + . . . +  £ 4y q ( x ) + 0 ( £ q+1) .
Az y.W  é r t é k e t  d i f f e r e n c i á l á s s a l  és a (23) rendsze rbe  v a ló  
b e h e ly e t t e s í t é s s e l  k a p ju k .  Minden lépésben  meg k e l l  o ldanunk q 
darab l i n e á r i s  e g y e n le t r e n d s z e r t  és egy n e m l in e á r is  e g y e n le t ­
r e n d s z e r t  m^ darab is m e r e t le n n e l .  E z e n k ív ü l  k i  k e l l  számolnunk 
a P( х / У / z ) és f ( x , y , z )  függvények  q-ad és a nn á l a lacsonyabb
rendű, i l l e t v e  q-1 -e d  és annál a lacsonyabb  rendű  d e r i v á l t j a i t ,
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2 .4 .2 .  Egy s im a p a r t i k u l á r i s  megoldás e l ő á l l í t á s a
D a h lq u is t  ( l9 6 8 )  és m u n k a tá rs a i k o n s t r u á l t á k  a k ö v e tk e z ő  m ódsze r t,  
amely a k k o r  h a s z n á lh a tó ,  ha a re n d s z e r  J a c o b i m á tr ix á n a k  s a j á t ­
é r t é k e i  j ó l  s z é tv á la s z th a to k .  E k k o r  az y is m e r e t le n  v e k t o r t  
p a r t í c i ó n á l j á k  o ly a n  и és v v e k t o r r a ,  hogy az ( l ) , ( 2 )  egyen­
le t r e n d s z e r b ő l  k a p já k  az a l á b b i t :
m
u '=  Au + < P ( x ,u , v )  , u (x )G  R U , (24)
m
v '  = / ( x , u , v )  , v ( x )  0  R v , mu+mv =m; (25J
u(o) = uq , v (0 )  = v q ,
aho l A egy szakaszosan k o n s ta n s ,  m x m d im e n z ió s  m á t r ix ,и и
amelynek s a j á t é r t é k e i  a b a l o l d a l i  f é l s i k o n  he lye zke d n e k  e l  
(azaz  Re % j < 0 )  és a Ф , Ф  sima függvények L ip s c h i t z k o n s t a n s a i  
s o k k a l k is e b b e k ,  m in t  az A m á t r ix n a k  az x - t ő l  f ü g g e t le n  n o r ­
mája . Pontosabban f e l t e s z i k ,  hogy
a - 1 [ | ( l í a v / a v К + I I Э 9 / 3 и  II + 2 ( J |э ф / э v l l  11э ф / э у 1 1 )М 2 i
(26)
Tegyük f e l ,  hogy egy e lé g  k i c s i  egész szám, mig m le h e t
nagy i s .
Ekkor az e r e d e t i  p rob lém a s t i f f s é g e  a (24) e g y e n le t re n d s z e rb e n  
k o n c e n t r á ló d ik ,  melynek egy sima k ö z e l i t ő  p a r t i k u l á r i s  megoldá­
sá t  egy f é l i g  a n a l i t i k u s  m ó d s z e r re l á l l i t j á k  e lő .
Ha Ф ( x , u , v )  csak x függvénye , Ф ( х )/ a k k o r  a 
p ( x )  = 2  A ч+ 19 Сч)( х )
q
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a (24) r e n d s z e r  p a r t i k u l á r i s  m ego ldásá t r e p r e z e n t á l ja ,  am e lye t 
az a lá b b i  i t e r á c i ó s  e l j á r á s  s e g í t s é g é v e l  i s  m egha tá rozha tunk
p ( x )  = A -1 (q> (x ) - ± J L Í Í * 1 )  ,
dx
Po ( x )  = 0 .
{  Ha ф и - t á l  és v - t ő l  i s  függ , v a la m in t  (2ó) t e l j e s ü l ,  akko r 
ugyanez az i t e r á c i ó s  e l j á r á s  h a s z n á lh a tó . )
Ha le h e ts é g e s  a t r a n z ie n s  m ego ldást l i n e a r i z á ln u n k ,  a k k o r  a 
gyorsan v á l t o z ó  и komponensek k is z á m í tá s á ra  az un. s im a, köze­
l i t ő  p a r t i k u l á r i s  m ego ldás i módszer h a s z n á lh a tó i
up ( x ) = (A 1 + A 2 —  + A - ^ 2  ) Ф  ( x , u  , v  )
H dx dx H ^
aho l Э Ф / c)x és с Ф ф / 'Э х 2 é r t é k é t  véges d i f f e r e n c i á k k a l  kö­
z e l i t  j ük.
A la s s ú  V ö s s z e te v ő k e t  egy hagyományos m ódsze rre l s zá m o ljá k  k i  
p l .  a t r a p é z  s z a b á l l y a l v .  A módszer a "h e ly e s "  p a r t i k u l á r i s  
m ego ldást á l l i t j a  e lő ;  azaz и k e z d e t i  é r t é k e i t  úgy k e z e l i ,  
hogy h a tá s u k  a v é r té k e k r e  k o r r e k t  módon legyen  r e p r e z e n tá lv a .  
Minden lé p é sb e n  egy d im e n z ió s  e g y e n le t r e n d s z e r t  k e l l
m egoldan i és az A m á t r i x r a  t e l j e s ü l n i e  k e l l  a
Il А“ 1!I К 'ЭФ /'Э  и II <<: 1 f e l t é t e l n e k .  í g y  e z t  ú j r a  k i  k e l l  
szám itanunk , ahogy ЭФ /Э и v á l t o z i k ,  de A v is z o n y la g  k is  
része a J a c o b i  m á t r ix n a k ,  ha m^> m^, i g y  sok munka megtaka­
r í t h a t ó .  A módszer e x t r a p o lá c ió v a l  p o n to s i t h a t ó .  A pon tosság  
egy negyedrendű módszer p o n to s s á g á v a l mérhető össze , b á r  vannak 
a h ib a  s o r fe j t é s é b e n  zé rushoz  o ( h ^ )  - n é l  kevésbé gyo rsan  t a r t ó  
tagok ,  de ezekben az | | a *"2 || k i s  m ennyiség s z e re p e l .
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3. ALK A LM A ZÁS I TERÜLETEK
Az a lá b b ia k b a n  bem utatunk néhány k o n k ré t  a lk a lm a z á s i  t e r ü l e t e t ,  a h o l  
s t i f f  t i p u s u  D E -kke l k a p c s o la to s  prob lém ák f o r d u ln a k  e lő .  A f e la d a ­
t o k a t  á l t a lá b a n  a 2. f e je z e tb e n  l e i r t  módszerek s e g í t s é g é v e l  o l d h a t ­
ju k  meg, m iv e l  a p rob lém ák nagyrészében e ls ő re n d ű  DE re n d s z e r  s z e r e ­
p e l .  Az egyes t e r ü le t e k  s z a k f o l y ó i r a t a ib a n  i s  számos módszer t a l á l ­
h a tó ,  e z e k k e l azonban nem fogunk  f o g la l k o z n i .
3 .1 .  h le k t ro m o s  á ram kö r i és s z a b á ly o z á s i  p rob lém ák
Az e le k t ro m o s  h á ló z a to k  és a szabá lyozás  e lm é le t  közös p ro b lé m á ja  
a re n d s z e r  vá la szá n a k  m eghatározása zava rás  e s e té b e n ,  vagy a re n d ­
s z e r  e g y ik  in p u t já n a k  h i r t e l e n  m e g v á lto z á s a k o r .  Ha a re n d s z e r  s t i f f  
t i p u s u  és f i z i k a i  szem pon tbó l s t a b i l ,  a kko r  a v á la s z  k i s  id ő k o n s ­
ta n so kn a k  nagy f re k v e n c iá k n a k  m e g fe le lő  komponensei csak a v i z s ­
g á l t  i n t e r v a l l u m  kezde tén ek  köze lében  je le n tő s e k .
3 . 1 . 1 .  E le k t ro m o s  áramkörök
Az e le k tro m o s  h á ló z a to k  e lm é le té b e n  a DE s t i f f s é g é n e k  prob lém á­
ja  gyakran  k e le t k e z ik  o ly a n k o r ,  a m iko r  nagyon k i s  id ő k o n s ta n s u  
(nagy f r e k v e n c iá jú )  t r a n z i s z t o r o k a t  vagy más, n e m l in e á r is  f é l ­
v e z e tő k e t  kapcso lna k  össze gyakran l i n e á r i s , s o k k k a i  nagyobb i d ő ­
kons tansu  ( k is  f r e k v e n c iá jú )  h á l ó z a t t a l .
P é ld a :  A la g ú t  d ió d a  k a p c s o lá s i  p ro b lé m á ja  ( l d .  6 . á b ra )
(A x e l ro d  e t  a l .  ( l9 6 2 ) )  .
L Í= E - V - R . I ,  aho l f ( v )=A3 (v 3-3 A 2V2-3 A 1v ) ,





I t t  a s t i f f s é g e t  az a la g ú t  d ióda  g y o rs  v á la s z á n a k  m e g fe le lő  
komponens okozza .
3 . 1 . 2 .  S z a b á ly o z á s i p rob lém ák *•
Ebben az ese tben  a s t i f f s é g e t  az e le k t ro m o s  k o n t r o l l  áramkör 
k is  id ő k o n s ta n s á n a k  és v a la m i ly e n  la s s ú  mechanikus k o n t r o l l  ké ­
szü lék  nagy id ő k o n s ta n s á n a k  kü lönbsége okozza . Ha a legnagyobb
• 4és le g k is e b b  id ő k o n s ta n s  aránya k is e b b  10 - n é l  és n in c s  szük­
ség nagy p o n to s s á g ra ,  a k k o r  ana lóg vagy  h i b r i d  s z ám itógé peke t 
h a s z n á lh a tu n k . ( ld .  p l .  Ódén, Rudemo ( l 9 7 o ) ) .
M e g e m lí t jü k ,  hogy lé t e z n e k  o lyan  program csom agrendszerek, ame­
ly e k  d i g i t á l i s  szám itógépen s z im u lá l j á k  az ana lóg  vagy h i b r i d  
szám itógép működését (a z  MTA SZTAKI CDC 3300-as gépén a MIMIC 
és ANDISIM programcsomag)
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3 .2 .  Kém ia i re a k c ió k
3 . 2 . 1 .  R eakc iók  k v á z is t g c io n á r i u s  k o n c e n t r á c ió jú  s p e c ie s z e k k e l
A p o l im e r  és enzim  kémiában, v a la m in t  a kvantummechanikában gyak­
ran fo r d u ln a k  e lő  i l y e n  t ip u s u  r e a k c ió k .
P é ld a :  S zénh id rogének  f o ly a d é k fá z is u  o x id á c ió ja  
v V id ó c z i  T . s tb .  (1975))
A + C + В
2 C  X  2 B
k3
2 В — у te rm ékek ,
aho l A ,B ,C  a s p e c ie s z e k ,  k^ a re a k c ió s e b e s s é g .
Legyenek re n d re  y= £ y ^ ( t ) , y 2 ( t ) , y ^ ( t ) j  az A ,B ,C  sp e c ie sze k  
k o n c e n t r á c ió i  a d o t t  t  id ő p o n tb a n .  Ezeke t i s m e r jü k  a t=0  
id ő p o n tb a n .  A k k o r  a m ode l l  a k ö v e tk e z ő :
y ' ( t ) =  A. f  ( y ( t )  ) , y (o )  = у .
f ( y )=  {  f ] M '
n y e i j A = { a - j }  a
Ш ]  a r e a k c ió re n d s z e r  s e be sség iüggvé -  
s z t ö c h io m e t r ia i  e g y ü t th a tó k b ó l  k é p z e t t
Э ^ *
3 x 3  -a s  m á t r i x ,  f . ( y )  = к .  ТГ y .
1 Ji= l 1bességfüggvényei, j = 1,2,3.
-  az e le m i r e k c ió k  s e -
Ha a k^ e g y ü t th a tó k  erősen e l t é r ő  nagyságrendűek, az egyen­
l e t  s t i f f  t i p u s u  l e s z .  (Ez a je le n s é g  je l l e m z i  á l t a lá b a n  azo­
k a t  a ké m ia i re n d s z e re k e t ,  amelyekben m o le k u lá r is  komponensek 
m e l l e t t  nagy re a kc ió ké p e ssé g ü  gyökök i s  r e a g á ln a k ) .







/1 -1 29 5 -1z 4- 8 48 12 48
-1 9 307 19 -1 7
J j 180 540 40 20 1080
A 6 - 3 3133 47 -4 1 1 -1 7
32 5760 90 480 45 5760
-8 6 3 317731 2837 - 1271 373 -5 2 9 41/ 10080 604800 5040 10080 7560 40320 25200
-275 247021 12079 -13823 8131 -5771 179 -731
О ö 3456 483840 20160 80640 90720 161280 20160 725760
-33953 1758023 1147051 -133643 157513 -2797 86791 -35453 8563
7 9 453600 3528000 1814400 604800 1088640 36288 3024000 5443200 12700800
2. Táblázat
A k-lépéses k+2 —ed rendű (21 ) módszer együtthatói
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3 . 2 . 2 .  D e s z t i l l á c i ó s  fo ly a m a to k
A d e s z t i l l á c i ó  f o ly a m a tá t  l e i r ó  DE re n d s z e r  á l t a lá b a n  nagyon 
b o n y o lu l t  és sok e g y e n le tb ő l  á l l ,  de a re n d s z e r  egysze rű  s z a la g -  
s t r u k t u r á j u .  Egy e rősen  l e e g y s z e r ü s i t e t t  l i n e á r i s  m ode llen  mu­
t a t j u k  be a re n d s z e r  s z e r k e z e té t  és s t i f f s é g é n e k  f o r r á s á t .
P é ld a :  (R osenbrock  1957) 
dy.
g p  = ~ 5 1 .1 y i  + 2 6 .2 y 2 , 
d y n3 P  = 24.9 уп_х - 51.1yn + 26.2yn+1, n = 2,3, . . . ,  49, 
dy50
- З Г  = 2 4 . 9  y4 9 -  51.1 y5 o .
A re n d s z e r  J a c o b i m á tr ix á n a k  s a j á t é r t é k e i  k ö z e l í t ő l e g  - 0 .1  és 
-100  k ö z ö t t  he lyezked nek  e l .
3 .3 .  R e a k to r  k i n e t i k a
A r e a k t o r  k i n e t i k a  a n u k l e á r i s  r e a k to ro k  t r a n z ie n s  v is e lk e d é s é n e k  
m o d e l l j e i t  v i z s g á l j a .  Id e  t a r t o z i k  a p e r t u r b á l t  hü tőanyag  á ram lás 
o k o z ta  o s s z c i l l á c i ó k  és a k o n t r o l l  rúd  mozgások p ro b lé m á ja ,  a hü­
tőanyag  vesz te sé g  k ö v e tk e z té b e n  f e l l é p ő  e l t é r é s  s t b .
A t r a n z ie n s e k  é le t t a r t a m a  a másodperc t ö r t  r é s z é t ő l  néhány p e r c ig  
t e r j e d h e t .
P é ld a :  N u k le á r is  r e a k t o r  k o n t r o l l  rúd  p ro b lé m á ja  ( W i l lo u g h b y
(1974))
X = a ( y - x )  x (o )  = 0 ,
/
у = ( b -d )x  -  ( c - d ) y  + c x t (y +1 ) , y (o )  = 0 ,
-  46
aho l 0 < ex << 1, ab=cd, d < a  < <  b < c  (27)
A re n d s z e r  J a c o b i  m á tr ix á n a k  s a j á t é r t é k e i  a t=0  p o n tba n :
A = { -  (a -d  ) , - c  j  , e z é r t  a (27) f e l t é t e l b ő l  k ö v e tk e z ik ,  hogy 
a re n d s z e r  s t i f f  t i p u s u .  A t=T= ( c - b ) /ú (  pontban a J a c o b i  m á t r i x  
s z in g u lá r i s ,  és a t  7 T  ese tben  a r e a k t o r  s z u p e r k r i t i k u s  á l l a ­
potban van (a megoldás e x p o n e n c iá l is a n  n ő ) .  A v i z s g á la t  c é l j a  az 
v o l t ,  hogy m e g á l la p í t s á k ,  hogy az e x p o n e n c iá l i s  e l t é r é s e k  a meg­
engede tt  h a tá ro k  k ö z ö t t  m aradnak-e.
3 .4 .  P a r c i á l i s  DE-k
A p a r c i á l i s  DE-k és a közönséges DE-k k ö z e l i t ő  megoldásának e lm é­
le t e  k ü lö n b ö z ő  utakon f e j l ő d ö t t ,  b á r  sok közös v o n á s s a l re n d e lk e ­
z i k .  A h a s o n ló  tu la jd o n s á g o k a t  nem m in d ig  azonosan n e v e z ik .  Bemu­
t a t j u k  a p a r c i á l i s  és közönséges DE k ö z e l i t ő  megoldásának s t a b i ­
l i t á s i  t u la jd o n s á g a i  k ö z ö t t i  ö s s z e fü g g é s t  a p a r a b o l ik u s  e g y e n le t  
ese tében.
V i z s g á l ju k  meg a h ő v e z e té s i  e g y e n le te t :
•\
f
il d и- ~ 7  ; u ( 0 , t )
d t 'dx
и ( x , 0 )
Legyenek Д х  és A t ,  az x és t  t
sekke l d e f i n i á l t rá c s ,  rá c s tá v o ls á g a i
t  > 0
0 —X —1 ;
e n g e l l y e l  párhuzamos egyene- 
num °z  m
u ( m A x , n A t )  e lm é le t i  megoldás véges d i f f e r e n c i a  m ó d s z e r re l  ka ­
p o t t  k ö z e l í t é s é t  az x = m A x  és t  = n A t  rácspon tba n  és le g y e n
2 fx -  A t / ( A x )  . A le g e g y s z e rű b b  e x p l i c i t  módszer (С а м а р с ки й
( 1971) 7 1 . o l d . )  a k ö v e tk e z ő :
Un+1 = ( l - 2 r )  + r ( u Л ,  +m m+1 и " , )m -1 ' (29)
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a le g e g y s z e rű b b  i m p l i c i t  módszer az un. C ra n k -N ic h o ls o n  módszer 
ped ig  ( u g y a n o t t )  :
( l + r )  U^+1 -  l / 2 r ( u £ l  +  и й )  ■
(30)
Legyen x ^ = i ü x ,  i = 0 , l , . . . , s  a h o l  s = l / A  x és u . ( t )  j e l ö l j e  
az и ( x t )  k ö z e l i t ő  é r t é k é t .  Ha a t é r v á l t o z ó  s z e r i n t i  d e r i ­
v á l t a t  p l .  c e n t r á l i s  d i f f e r e n c i á v a l  k ö z e l i t j ü k ,  a k k o r  az a lá b b i  
l i n e á r i s  közönséges D E -ke t k a p ju k
du. 1
= 2 ( ui+l “ 2ui + и:_т) '  i=l / 2# •.., s—1 (.31;
d t  Д  x
u ^ (o )  = f ( i A x )
A (28) p a r c i á l i s  e g y e n le t  v is s z a v e z e té s e  ( 3 l )  a la k ú  közönséges 
DE re n d s z e r re  az un. egyenesek m ódszere.
Ha a (3 l) re n d s z e r re  a lka lm a zzu k  a ( 9 ) E u le r  m ódszert A t  lé p é s ­
h o s s z a l ,  k a p ju k ,  hogy:
n+1
и .X A t  / ( A x ) 2 [ u . ^ ' i - l 1
a h o l u |  = u ( i A x , j A t ) .
Könnyen l á t h a t ó ,  hogy ez azonos a (29) f o rm u lá v a l .  Hasonlóan kap­
juk  a (30) m ódsze r t,  ha a (3 l)  r e n d s z e r re  a ( l4 )  t r a p é z s z a b á ly t  
a lk a lm a z z u k .
A (31) re n d s z e r  J a c o b i m á tr ix á n a k  s a j á t é r t é k e i  a k ö v e tk e z ő k :
s - j
Г s in (  j ^ A  x / 2 ) 
A x  /  2
2
j = 2 ,3 ,  . . . , s -2 .
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Kiné 1 k is e b b  A x ,  az e g y e n le t  anná l in k á b b  s t i f f  tu la jd o n s á g ú
2
le s z .  A f e n t i  s a já té r t é k e k  v a ló s a k  és a ( - 4 / ( Д х )  , О) i n t e r ­
va l lum on he lyezkednek  e l .
M iv e l az E u le r  módszer a b s z o lú t  s t a b i l i t á s i  ta r to m á n y a  a v a ló s  
t e n g e ly t  a [ ) -2 ,c f ]  szakasz  v é g p o n t ja ib a n  m e ts z i ,  a ( p o z i t i v )  l é ­
péshosszt úgy k e l l  m egvá lasz tanunk , hogy - 2 í  - 4 A t / (  A x )  ^ 0 
legyen , azaz O - ^ r ^ l / 2 .  CüLîclpC.ÍII .Í  ( l9 7 1 ,  79. o ld . )  megmu­
t a t j a ,  hogy a (29) módszer " f e l t é t e l e s e n  s t a b i l i s " ,  ha az r  ará  
a rányra  t e l j e s ü l  a f e n t i  f e l t é t e l .  Hason lóan , az A -  s t a b i l i s  t r a ­
péz m ó d s z e r re l  a ( 3 l )  r e n d s z e r  k ö z e l i t ő  megoldása t e t s z ő le g e s  po­
z i t i v  lé p é s h o s s z  m e l l e t t  a b s z o lú t  s t a b i l i s  le s z .  Ennek m e g fe le lő ­
en a C ra n k -N ic h o ls o n  m ódszer S z a m a rs z k i j  s z e r in t  a b s z o lú t  s t a b i l .  
M eg jegyezzük, hogy m iv e l  a ( 3 l )  r e n d s z e r  s a j á t é r t é k e i  m in d ig  va­
ló sak  és n e g a t ív a k ,  a (28) e g y e n le t r e  a k ö z e l i t ő  m ódszer abszo­
l ú t  s t a b i l i t á s á h o z  nem szükséges a ( 3 l ) - e t  megoldó módszer A - 
s t a b i l i t á s a ;  az A(o) - s t a b i l i t á s  i s  e lé g s é g e s .
íg y  b e l á t t u k ,  hogy a p a r a b o l i k u s  p a r c i á l i s  DE-ke t megoldó véges 
d i f f e r e n c i a  módszer s t a b i l i t á s a  m e g fe le l  az egyenesek módszeré­
v e l  k a p o t t  p rob lém á t megoldó módszer a b s z o lú t  s t a b i l i t á s á n a k ,  ha­
sonlóan a f e l t é t e l e s  s t a b i l i t á s  az a ( o) - s t a b i l i t á s s a l  e g y e z ik  meg
. Param éter b e c s lé s  ( G e a r ( l9 7 l ) )
A k í s é r l e t i  k u ta tá s o k n á l  gyakran e l ő f o r d u l ,  hogy egy p= ( p1]  
p a ra m é te re k tő l  függő, DE re n d s z e r  v i z s g á la t á r a  v e z e tn e k .  A p ro b ­
léma a k ö v e tk e z ő :  k ü lö n b ö z ő  id ő p o n to kb a n  e l v é g z e t t  k í s é r l e t i  mé­
ré s e k k e l m eghatározva a megoldás k ö z e l i t ő  é r t é k é t ,  k e re s s ü k  a pa­
ram éterek é r t é k é t .  Legyén az e g y e n le t r e n d s z e r  az a l á b b i :
y '  = f ( y , t , p ) ,  y (o ) = y o(p )  ( 3 2 )
és z ^ = y (T . )  adva van, a m ik o r  i = l , . . . , m  .
Ha éppen a n n y i  pon tban  is m e r jü k  az y (T .)  é r t é k e k e t ,  amennyi
e g y e n le tü n k  és pa ram é te rünk  van összesen , akko r  egy p e rem érté k
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f e l a d a t o t  k e l l  lényegében megoldanunk. Á l ta lá b a n  tö b b  y(T^) é r ­
té k  i s m e r t ,  m in t  amennyi a param éte rek  és a k e z d e t i  f e l t é t e l e k  
száma, e k k o r  a f e l t é t e l e k  k ie lé g í t é s é r e  a le g k is e b b  n é g y z e te k k e l  
v a ló  k ö z e l í t é s  h a s z n á lh a tó .
Egyes módszerek esetében a k k o r  a Э у 1/ Э р ^  d e r i v á l t a k r a  k e l l  az 
e g y e n le te t  megoldanunk.
( 3 2 ) - b ő l  k a p ju k ,  hogy
d /  Э у \ _ Э f  9 f  Э у
d t 1 '  c) P ' QP ЗУ  ЭР
Ha a pa ram éte rek  száma q és az y v e k to rn a k  s da ra b  komponen­
se van, a k k o r  (32 )  és (ЗЗ) (q+ l)  -  s e g y e n le tb ő l  á l l ó  r e n d s z e r t  a l ­
k o t .  Ha az e r e d e t i  p rob lém a s t i f f  t i p u s u  v o l t ,  a k k o r  (33) i s  s t i f f  
t ip u s u  le s z ,  m in thogy
a k é t  re n d s z e r  s a j á t é r t é k e l  megegyeznek. /P é ld á u l  a k é m ia i  k in e ­
t i k a  t e r ü le t é n  t ö r t é n t e k  k í s é r l e t e k  p a ra m é te r  b e c s lé s i  programok 
k o n s t r u á lá s á r a ,  ( i d .  C u r t i s  and Chance ( l9 7 2 ) ) / .
(33)
3 .6 .  D i f f e r e n c i á l - a l g e b r a i  e g y e n le t re n d s z e re k  /Р А Е /
Vegyes, a lg e b r a i  és d i f f e r e n c i á l  e g y e n le t re n d s z e re k  m egoldására 
p é ld á u l  a nagy h á ló z a to k  t r a n z ie n s  a n a l í z i s e  során vagy  a f o l y t o ­
nos re n d s z e r  s z im u lá lá s á n á l  van szükség . A DAE re n d s z e re k  á l t a l á -
nos a la k ja  
w/ = * ( w , u , t )  , (34 )





aho l az и és V v e k t o r  d im e n z ió ja  m egegyez ik . Gear "(1971/ a ) 
v i z s g á l t a  a vegyes re n d s z e re k  k e z d e t i  é r t é k  p ro b lé m á já n a k  k ö z e l i  -  
tő  m ego ldásá t.
T ip ik u s  e s e t ,  am ikor a ( 3 4 ) ,  (35) r e n d s z e r  a kö v e tk e z ő  t u la jd o n ­
ságú :
( 34) DE: (35) a lg  e b r a i  re n d s z e r
n a g y , r i t k a  s t i f f  nagy, r i t k a ,  "enyhén n e m l in e á r is "
R i tk a  o ly a n  é r te le m b e n ,  hogy az f  és g függvényben a w és 
и v e k to r v á l to z ó k n a k  csak  kevés komponense s z e re p e l .
"Enyhén n e m l in e á r is "  a l a t t  a z t  é r t i k ,  hogy az a lg e b r a i  v á l to z ó k  
többsége l i n e á r i s a n  f o r d u l  e lő  és a n e m l in e a r i t á s  a J a c o b i m á t r ix n a k  
k is  m e g v á lto z á s á t  okozza , am ikor a fü g g ő  v á l to z ó k  k i c s i t  v á l t o z ­
nak. Gear az e m l i t e t t  c ik k b e n  a ( 34) ,  (Зб) re n d s z e re k  e g y id e jű  
m egoldására k o n s t r u á l t  m ódsze r t ,  amelyben f e lh a s z n á l ja  a rendsze ­
rek " r i t k a s á g á t " .
4 .  Számitógépes t a p a s z t a la to k
Az HTA CDC 3300-as  szám itógépen  több  s t i f f  t ip u s u  D E -e t o ld o t tu n k  
meg.
4 .1 .  A fe la d a to k
Az egyes f e la d a to k a t  a köve tkező  a d a to k k a l  je l le m e z z ü k :
f  / x , y , b, m, !X . ,  EPS, h , h '  0 ' 7 0 '  '  '  1 '  ' o '  max
Az e ls ő  ö t  pa ram é te r  a p ro b lé m á t m a te m a t ik a i la g  i r j a  l e .  
( l d .  ( l ) ,  ( 2 ) f e la d a t  j e l ö l é s e i t ) .
Az e g y e n le te k  száma ( m ) a szám olt e se tekbe n  l e g f e l j e b b  5.
-^ \ £ az e g y e n le t r e n d s z e r  J a c o b i m á tr ix á n a k  a kezdő ponthoz t a r t o z ó  
s a já t é r t é k e i  j e l ö l i  i = l , . . . , m  .
EPS a l o k á l i s  h ib á ra  pon tosabban annak v a la m i ly e n  no rm á já ra  
p o n to ssá g i kö ve te lm é ny , amely ese tünkben  10“ 2 , Ю “ 4 , 1 0 "6
'% ° LY4£
k i r ó t t
v o l t .
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h a k e z d e t i  lé p é s h o s s z ,  am elye t -рг-—-— -  nagyságrendűnek v á la s z -  
t o t t u n k ,  vagy  a program v á la s z t o t t a  i g y  .
h a m a x im á l is  lé p é s h o s s z ,  ennek minden esetben a b é r t é k é t  m u a
v á la s z t o t t u k .
A m e g o ld o t t  f e la d a to k b ó l  bem u ta t tun k  néhány j e l l e g z e t e s é t ,  amelyek 
egy része  az i ro d a lo m b ó l  v e t t  t e s z t f e l a d a t ,  másik ré sze  k i ­
n e t i k a i  p rob lém ábó l e re d .  A f e la d a t o k a t  az 1. m e l l é k le t  t a r t a l ­
mazza.
4 .2 .  A f e lh a s z n á l t  programok
Az i ro d a lo m b a n  a je le n le g  legha tékon yabbn ak  is m e r t  k é t  m ódszert 
a lk a lm a z tu k .  Az ezek a la p já n  i r t  p rogram ok m e g ta lá lh a tó k  a szám i­
tógép NUM-COSY p rog ram könyv tá rában .
DIFSU nevű FORTRAN s z u b r u t in  (peg r  1971, 1971 / b)
A s z u b r u t in  a 9. a lg o r i tm u s o n  a la p u ló  v á l to z ó  rendű» v á l to z ó  l é -  
péshosszu LKL m ódszert h a s z n á l ja  ( l i k < 6 ) a köve tkezőképpen :
к -ad  rendű  fo rm u lá v a l  k i s z á m í t ja  y n+j  е9У k ö z e l í t é s é t ,  y ° (1 - t :
C l  y n + l - i  + P l K
A ztán  p o n t o s í t j a  az i g y  k a p o t t  é r t é k e t  a C 2 0 j fo rm u lá v a l ,  amely 
i m p l i c i t  t i p u s u .  E z é r t  az Уп ^ é r t é k é t  m ó d o s í to t t  Newton mód­
s z e r r e l  k a p ju k  meg, az i t e r á c i ó t  az Уп+^ é r t é k k e l  i n d i t j u k .  Ha 
az e g y e n le t r e n d s z e r  l i n e á r i s  у s z e r i n t ,  akko r  az Уп+^ é r t é k é t  
egy i t e r á c i ó s  lé p é s s e l  megkapjuk. A n e m l in e á r is  e se tb e n  több  l é ­
pésre  van szükség. A programban azonban csak a kko r  s z á m í t ju k  k i  
ú j r a  a J a c o b i  m á t r i x o t ,  ha három lé p é s  u tán  az e l j á r á s  nem kon­
v e rg á l  .
A módszer re n d je  és a lé pésho ssz  m egvá lasz tása  az e l ő i r t  p o n to s ­
s á g tó l  fü g g .  A program p a ra m é te re i k ö z ö t t  s z e re p e l az YMAX(l) é r ­
t é k k e l  egy v e k to r ,  amelynek e u k l i d e s z i  no rm á já t  h a s o n l í t j u k  össze 
az e l ő i r t  EPS p o n to s s á g g a l .  Egy lé p é s  v é g re h a j tá s a  u tá n  az YMAX(l)
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tömbbe a megoldás I - e d i k  komponensének u j  m ax im á lis  é r t é k é t  he lye  
z i  e l  a p ro g ra m . A fe lh a s z n á ló n a k  minden lé p é s  u tán  le h e tő s é g e  
van az YM AX(l)töm b m e g v á l to z ta tá s á ra ,  i g y  a lé p é s h o s s z  v á la s z tá s t  
i r á n y í t h a t  j a.
Az e l j á r á s  au tom a t ikusa n  i n d í t h a t ó ,  m in th o g y  e ls ő  h iv á s k o r  e ls ő ­
rendű m ó d s z e r t  h a szn á l.
IMPEX nevű ALGOL programcsomag (L in d b e rg  1 9 7 2 ) *
A program a köve tkezőképpen  m űködik :
A kezdőpontban k is z á m í t j a  a DE re n d s z e r  L i p s c h i t z  kons tansának 
k ö z e l i t ő  é r t é k é t .  E z t h a s z n á l ja  f e l  a k e z d e t i  lé p é s h o s s z  b e c s lé ­
séhez, a m e ly e t  a negyedrendű RK módszer haszná l a t r a n z ie n s  f á z i s  
ban.
Am ikor a t r a n z ie n s  ö s s z e te v ő k  e lh a n y a g o lh a tó a n  k i c s i k  le s z n e k ,  
m egbecsü ljük  az RK m ó d s z e r re l  k a p o t t  k ö z e l i t ő  megoldás v a r i á c i ó ­
j á t ,  hogy a fő  programhoz m e g fe le lő  k e z d e t i  lé p é s h o s s z t  v á la s z t ­
hassunk.
A sima m e g o ld á s t  a 2 . a lg o r i tm u s  m ó d o s í to t t  v á l t o z a t á v a l  az un. 
i m p l i c i t  é r i n t ő  f o rm u lá v a l  ka p ja  meg. Az i m p l i c i t  é r i n t ő  fo rm u la  
a k ö v e tk e z ő :
y „ + i  = +  h f ( ( v i  + y j  / 2  )
A pon tosság  növe lése  érdekében f e lh a s z n á l j a  a 2 .2 .1  szakaszban 
i s m e r t e t e t t  s im i t ó  e l j á r á s t ,  v a la m in t  e x t r a p o lá c ió s  e l j á r á s t  i s  
a lka lm a z . Az i m p l i c i t  e g y e n le t  m ego ldására  a m ó d o s í to t t  Newton 
módszert h a s z n á l ja .
A lé p é s h o s s z  v á la s z tá s  úgy t ö r t é n i k ,  hogy a l o k á l i s  h ib a  k ise bb  
legyen , m in t  az á l t a l u n k  e l ő i r t  g l o b á l i s  p o n tossá gbó l (EPS) k is z á  
m i t o t t  EPS^q^  mennyiség.
A p rog ram könyv tá rban  STIFF néven t a lá l h a t ó  meg.
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4 .3 .  K ö v e tk e z te té s e k
Most a módszerek k ö l t s é g é r e  és m egb ízha tóságá ra  vona tkozó  ta p a s z ­
t a l a t a i n k a t  f o g l a l j u k  össze .
A módszer k ö l t s é g é t  a f e lh a s z n á l t  s z á m í tá s i  (COMPUTE) id ő v e l ,  a függ  
vények ( jo b b o ld a la k )  k is z á m í tá s á t  végző e l j á r á s o k ,  a re n d s z e r  J a c o ­
b i  m á t r i x á t  számoló r u t i n o k ,  v a la m in t  az i n v e r t á l ó  e l j á r á s o k  b e h í ­
vásának számával je l le m e z z ü k .  A szá m o lá s i eredm ényeket a 2. m e l lé k ­
l e t  ta r ta lm a z z a .  Az egyes p rog ram okka l k a p c s o la to s  t a p a s z t a la to k :  
DIFSU
A módszer á l ta lá b a n  ha tékonynak és m egbízha tónak b i z o n y u l t .  Ez meg­
e g y e z ik  E n r ig h t  e t  a l  ( l9 7 4 )  v i z s g á la t a in a k  e redm ényéve l.  Azonban 
a f e n t i  sze rzők  m e g á l la p í t o t t á k ,  hogy a módszer m e g b iz h a ta t la n  le s z  
abban az ese tben , a m iko r  az e g y e n le t r e n d s z e r  J a c o b i m á tr ix á n a k  s a j á t  
é r t é k e i  k ö z e l vannak az im a g in á r iu s  te n g e ly h e z .  E z t  a nehézséget a 
magasabbrendü fo rm u lá k  szegényes s t a b i l i t á s i  t u la jd o n s á g a i  okozzák 
és a le g é s z re v e h e tő b b  a nagyobb pon tosságok  esetén^ a h o l a magasabb­
rendü fo rm u lá k a t  a leggyak rabb an  h a s z n á l já k  .
Az im a g in á r iu s  t e n g e ly  köze lében  e lh e ly e z k e d ő  s a já té r t é k e k  ese tén  
a 12. a lg o r i t m u s t  le n n e  c é ls z e rű  h a s z n á ln i .
A legnagyobb p ro b lé m á t az o k o z ta ,  hogy ennek a módszernek nagyon 
é rzéken y  a lé p é sh o ssz  k i v á la s z t á s i  s t r a t é g i á j a  és ez gyakran j e l e n t  
nehézséget az e l j á r á s  in d í tá s á b a n .
A s z u b r u t in  nem tu d ta  a ( 4 )  kém ia i k i n e t i k a i  p rob lém a • .-go ldását 
k ö v e tn i ,  m ert a k e r e k í t é s i  h ib á k  m ia t t  egy k i s  n e g a t i v  k o n c e n trá ­
c ió  l é p e t t  f e l  és a módszer m e g k ís é re l te  az ig y  k e l e t k e z e t t  i n s t a ­
b i l i s  m ego ldást k ö v e tn i .  Ha az e g y e n le te k  száma ö t n é l  nagyobb, ak­
k o r  a módszer a m á t r ix  in v e r t á lá s o k  és a m á t r i x - v e k t o r  szo rzások  
m ia t t  nagyon k ö l ts é g e s .  Ha ezek h e l y e t t  LU f a k t o r i z á c i ó t  ( t r i a n g u -  
l á r i s  m á t r ix o k  s z o r z a tá ra  b o n tá s t )  h a s z n á lu n k ,  a k k o r  a s z á m ítá s i  
id ő  csökken . Nagy m-ekre a problémán az s e g i t ,  ha k ih a s z n á l ju k ,  
hogy a J a c o b i m á t r ix  á l t a lá b a n  r i t k a .
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IMPEX
Á l ta lá b a n  a módszer m egbízha tónak  és ha tékonynak b i z o n y u l t ,  de 
h a s z n á la ta  csak  az a la c s o n y  p o n to s s á g i köve te lm é nyek  m e l l e t t  c é l ­
szerű. A lk a lm a z á s á n á l a k k o r  lé p n e k  f e l  nehézségek, ha a s a j á t é r ­
tékek  nem k ü lö n ü ln e k  j ó l  e l  egym ás tó l és e rő s  n e m l in e á r is  kapcso­
l a t  van a s im a és t r a n z ie n s  össze tevők  k ö z ö t t .  A módszernek e z t  a 
v is e lk e d é s é t  D a h lq u is t  és Londberg 1973 e lm é l e t i l e g  i s  in d o k o l  
ta  meg.
M eg jegyezzük , hogy az e g y e n le t r e n d s z e r  e g y ü t th a tó in a k  nagyság rend i 
e l t é r é s e  1 0 ^ - n é l  nagyobb, c é ls z e rű  a z t  le c s ö k k e n te n i  v á l to z ó  he­
l y e t t e s í t é s s e l .  A CDC gép sz im p la  pon tosságú  a r i t m e t i k á j a  u gya n is
11 n ag yság rendn é l nagyobb e l t é r é s s e l  nem tud  szá m o ln i a f e l l é p ő  
k e r e k í t é s i  h ib á k  m ia t t .
A g y a k o r la t  a z t  m u ta t ja ,  hogy t e l j e s e n  h ib á s  eredm ényeket kapunk, 
ha s t i f f  e g y e n le te k re  k i d o lg o z o t t  m ódszereke t o ly a n  re n d s z e re k re  
a lk a lm a z u n k ,  amelyek s a j á t é r t é k e i  a nagy n e g a t iv  é r t é k t ő l  vagy po­
z i t í v  é r t é k i g  v á l to z n a k .  A k a p o t t  k ö z e l i t ő  megoldás u g ya n is  abban 
az ese tben  i s  tovább c s ö kke n , am ikor a s a já té r t é k e k  már p o z i t i v e k  
és a DE re n d s z e r  pon tos  megoldása nő. Ennek a je le n s é g n e k  magyará­
z a tá t  L in d b e rg  ( l974) a d ta  meg. í g y  f i g y e ln ü n k  k e l l  a r r a ,  hogy az 
i l y e n  re n d s z e re k re  ne a lk a lm a z z u k  a s t i f f  m ódszereke t.
M e g á l la p í t h a t ju k ,  hogy a g y a k o r la tb a n  fe lm e r ü lő  f e la d a to k  m ind­
e g y ik é re  egyformán j ó l  a lk a lm a z h a tó  módszer nem l é t e z i k .  A nehéz­
ségeke t,  p rob lém áka t az okozza , hogy a s t i f f s é g  v á z o l t  je l le m z é s e  
e ls ő s o rb a n  t ü n e t i  és nem lé n y e g i .  A szokásos t e s z te g y e n le t  a v a ló ­
ságban f e lm e r ü lő  f e la d a t o k k a l  k a p c s o la to s  prob lém áknak csak egy na­
gyon l e e g y s z e r ü s i t e t t  v i z s g á l a t á t  t e s z i  le h e tő v é .
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1. M e l l é k le t
A f e la d a to k  l e i r á s a
1. L i n e á r i s  DE re n d s z e r  v a ló s  s a já té r t é k e k k e l  




■— II - o . i y i y x (o )  = 1 .0
У2 = - y 2 У2 (О) = 1 .0




K e ressük a m ego ldást a [0  , 20] szakaszon .
S a já té r té k e k  : - 0 .1  , -  1 .0  , - 10 .0
2. L in e á r i s  DE rendsze reko m p lex  s a já té r t é k e k k e l  
Lam bert ( l9 7 3 )  t e s z t f e l a d a t a  ( l d .  1 .2 )
л  = -
21ух + 19у2 -  20у3 У1 (°)
У2 = 19уд_ -  21у 2 + 20у 3 У 2 (°)
Уз = 40у^ -  40у2 -  40у3 Уз (о)
Keressük  a m ego ldást a [^ 0 , 2^J szakaszon. 
S a já té r té k e k  : - 2  , -40 +40i  , -40-40i
3. N e m l in e á r is  DE re n d s z e r  v a ló s  s a já té r t é k e k k e l  
V id ó c z i  ( l9 7 5 )  kém ia i k i n e t i k a i  p ro b lé m á ja
У [ = -  1С)4УзУ1 У], (о) =
У2 -  ! ° 4Уз У1 -  1° 7У$У2 У2 (°) =
Уз = 7 .0  м Ю ‘" 4у 3у 2 -  104у 3у 1 У3 (°) =
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Keressük a megoldást a [ jD ,2 0 0 o J  szakaszon 
Sajátértékek : 0 , 0 , и -  0.0001 t ** -  100
4 . Nemlineáris DE rendszer komplex sa játértékekkel 
Datta (1967) kémiai p i r o l iz is
A  -
-  7.89 x  K T ^ y ^ - l . l  к У]_(о) =1.76 X 10
v 2 = 7.89 *  10- ^°y^-1.13  x 10^У2Уд y2 (°) = 0
y '2 - 7.89 X 10 "1оУ1- 1 .1  X Ю^у-^уд y3 (°) = 0
+ 1.13 к 10^У4- 1.13  X 10^У2Уд
A  = 1.1  X 107У1у3 -  1.13  X Ю^у^ Уд(°) = 0
Keressijk a megoldást a Qo , ÍOOCT) szaka szón.
Sajátértékek : 0 , - 7.5  X 10_1° í  9.2 « 10- ^ i - 2.9 X 10
-  8.7  X 10_4i  =y - 9.4  X 1 0 -5 , -  0 .,019
-  2 .0  « 104
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2. M e l l é k le t
A szám itógépes f u t t a t á s o k  k ö l ts é g e
DIFSU s z u b r u t in
EPS F e la d a tszáma
Szám olás i
id ő /m in
Függvény
h iv á s o k
Jacob i
h ivások
I n v e r t .
h iv á s o k
1 0 *m-2 1 / 0 .0 4 114 8 8
2 / 0 .0 3 4 108 8 8
3 / 0 .0 2 32 7 7
4 / 0 .031 81 26 26
1 0 * * -4 1 / 0 .1 7 5 507 9 9
2 / 0 .1 5 5 528 9 9
3 / 0 .0 2 7 50 7 7
4 / - - - -
10m* - 6 1 / 1 .3 6 3637 10 10
2 / 0 .4 5 1512 10 10





1 0 * * -2 1 / 0 .4 8 161 5 5
2 / 1 .2 1 718 280 280
3 / 0 .8 1 321 96 96
4 / 0 .011 3 9 9
10k k -4 1 / 0 .3 5 331 7 7
2 / 1 .5 1146 475 475
3 / 0 . 7 187 16 16
4 / 0 .0 1 5 17 11 11
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1 0 * * -6 1 / 0 .8 1 804 6 6
2 / 1 .8 2327 598 598
з/ 1 .4 298 21 21
V 0 .0 2 4 43 16 16
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Summary
Many f i e l d s  o f  a p p l i c a t i o n ,  n o ta b ly  b io lo g y ,  chem ica l k i n e t i c s ,  re a c ­
t o r  p h y s ic s ,  c o n t r o l  th e o r y  e t c . ,  y i e l d  i n i t i a l  prob lem s o f  o r d in a r y  
d i f f e r e n t i a l  e q u a t io n s ,  i n  w h ich  th e  components o f  the  s o l u t i o n  have 
v e ry  d i f f e r e n t  m agn itude .
A t te m p ts  to  use th e  t r a d i t i o n a l  n u m e r ic a l  methods to  s o lv e  such p rob lem s 
(s o  c a l l e d  s t i f f  p ro b le m s )  e n c o u n te r  v e r y  s u b s t a n t ia l  d i f f i c u l t i e s  
( the  compute t im e  may in c re a s e  c a t a s t r o f a l l y  and we c a n ' t  g e t  a s o lu ­
t i o n  o f  a c c e p ta b le  a c c u ra c y ) .
T h is  su rvey  re v ie w s  on t h e o r e t i c a l  s tu d y  o f  t h i s  phenomena and c o n ta in s  
many methods f o r  th e  s o lu t i o n  o f  s t i f f  d i f f e r e n t i a l  e q u a t io n .  A t  l a s t  
we p re s e n t  some f i e l d  o f  a p p l i c a t i o n  and g iv e  a s h o r t  summary o f  th e  
com puter e x p e r ie n c e s  r e la te d  to  s o lu t io n  o f  such p ro b le m s .
P e з и м е
Во м н о ги х  о б л а стя х  прилож ения  -  б  б и о л о ги я , б к и н е н и -  
ч е с ко и  х и м и и , в ядерной  ф и зи ке , в пл анировани и  в ы чи сл и те л ьн ы х  
кам ин  и . т . д .  -  ч а с т о  в с тр е ч а ю тс я  т а ки е  дифференциальные у р а в ­
н е н и я , у  ко то р ы х  при решении на больш их и н те р в а л а х  ком поненты  
решения имеют очень  различны й п о р я д о к  и зм е н е н и я . Е сли при р е ­
ш ении, т а к  назы ваем ых ж е с т ки х  с и с т е м , применим обычные ч и с ­
ленные м етод ы , т о гд а  машинное врем я может ка та с тр о ф и ч е с ки  
в о з р а с т а т ь  и все  же не п о л у ч а е т с я  решение с у д о в л е т в о р и т е л ь ­
ной то ч н о с ть ю
В э то й  р аб оте  мы р а ссм а тр и в ае м  т е о р е т и ч е с ки е  подходы 
к  этим  явлениям  и покажем методы для решения т а к и х  проблем . 
Н аконец мы пр ед ста ви м  н е с к о л ь к о  о б л а с ти  прим енения  и дадим 
к о р о т к и й  о т ч е т  об опы тах решения т а к и х  зад ач  на в ы ч и сл и те л ь ­
ной машине c d c  з з о о .
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